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Esipuhe

Tamé moniste vastaa sisalloltddan aikaisempaa monistetta “Analyysi I”. Monisteeseen ilmaantu-
nee pienié korjauksia kurssin kuluessa, eli ei valttamétta kannata tulostaa sitd kokonaisuudessaan
etukéiteen, vaan sitd mukaan kuin materiaalia tarvitsee.

Ensimmaéinen luku on osittain pééllekkédinen Euklidisen topologian kurssin kanssa. Sarjat ja integraa-
lit alkaa funktioiden raja-arvon ja jatkuvuuden nopealla kertaamisella, josta siirrytaéan kasitteleméaan
ensimmaéisend uutena teemana funktion tasaista jatkuvuutta.
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Luku 1

Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

1.1 Peruskasitteita

Kerrataan aluksi peruskésitteitd kurssista PM I. Funktio f: A — B on sdanto, joka liittdd jokaiseen
mddritysjoukon eli ldhtojoukon A = Dy alkioon z yksikésitteisesti jonkin maalijoukon B alkion y,
merkitdén y = f(z). Joukko

Ry={yeBly=[f(x), z€A}

on funktion f kuva- eli arvojoukko. Tata merkitddn usein myos f(A). Funktiota f: A — B sanotaan

(1) surjektioksi, jos Ry = B,
(2) injektioksi, jos on voimassa ehto

Ty # 1y = f(21) # f2),

(3) bijektioksi, jos se on injektio ja surjektio.

Injektion ehdon voi ilmaista myds muodossa
flz1) = f(xe) = 21 = 9.

Esimerkki 1.1.1. Olkoon f: A — B, f(z) = 2%

(1) Jos A=B=Reli f: R — R, niin f ei ole injektio (f(—x) = f(z)) eikd surjektio (—1 ¢ Ry)).

(2) JosA=RjaB={recR|x>0}eli f: R— {x € R|z >0}, niin f on surjektio, mutta ei
ole injektio.

3) JosA=B={zreR|z>0}eli f: {r€eR|2>0} - {zr€R |2z >0} niin f on surjektio ja
injektio (f(z1) = f(xg) = 2% =23 = 11 = X9, silld a1, 7o > 0), joten f on bijektio.

Huomautus 1.1.2. Ellei toisin mainita, niin talla kurssilla kdytetddn seuraavaa sopimusta: Kun
funktio f on annettu lausekkeena, niin sen médritysjoukko Dy on laajin mahdollinen reaalilukujen

osajoukko, jossa lauseke on mielekés. Esimerkiksi funktion f(x) = ﬁ + 11 — madritysjoukko on

Dy={xeR|z>-5jax# 3}



Olkoon E perusjoukko ja A, B C E. Tallsin

(i) A ={z € E|x¢ A} on joukon A komplementti,

)
(i) AUB={z € E|x € Atalx € B} on joukkojen A ja B unioni eli yhdiste,
(ili) ANB={z € E|z € Ajax e B} on joukkojen A ja B leikkaus,

)

(iv) AAB={zx € E |z € Ajax ¢ B} on joukkojen A ja B (joukko-opillinen) erotus.

Unionille, leikkaukselle ja komplementille péatevit De Morganin lait:
(AUuB)t = A®n B,
(AN B)t = AU BE.

Niiden todistus jatetdédn harjoitustehtévaksi.

Maédritelmé 1.1.3. Pisteen g € R (e-sdteiseksi) ympdristoksi sanotaan valid |zg — e, z9 + €[ (ts.
siind ovat ne x € R, joiden etdisyys pisteestd xo on (aidosti) pienempi kuin ¢). Joukkoa A C R
sanotaan avoimeksi, jos jokaisella joukon A pisteelld on ympéristo, joka siséltyy joukkoon A. Joukkoa
A C R sanotaan suljetuksi, jos sen komplementti

AA—R\A={zcR|z¢A}
on avoin.

Esimerkki 1.1.4. Vili 0, 1] on avoin joukko. Vili A = [0,2] on suljettu, silli A® = {z €¢ R |z <
0 tai z > 2} on avoin. Jokainen dérellinen pistejoukko A = {xy,z9,...,x,} on suljettu. Erityisesti
yksio {x1} on suljettu.

Reaalilukujen joukko R sekéd tyhja joukko () ovat sekd avoimia ettéd suljettuja (ndmé ovat ainoat
joukon R osajoukot, joilla on tdmé ominaisuus).

Maiaritelma 1.1.5. Pistettd xg € R sanotaan joukon A C R kasautumispisteeksi, jos jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen piste x € A, ettd z # x( ja

|z — xo| < e.
Magdritelmdn tarkoitus: xoy on joukon A C R kasautumispiste, jos jokainen pisteen xy ympéaristo
|xo — €, 20 + €] sisdltdd joukon A pisteen, joka ei ole x.
Esimerkki 1.1.6. (1) Joukon |0, 1] kasautumispisteiden joukko on [0, 1].
(2) Joukon |0, 1] U {2} kasautumispisteiden joukko on [0, 1].
(3) Joukolla {0,1} ei ole kasautumispisteita.
(4) Joukon {1 | n =1,2,...} kasautumispisteiden joukko on {0}.
(5) Joukon @ N [0, 1] kasautumispisteiden joukko on [0, 1].

Varoitus: Kasautumispiste ei vélttamatta kuulu joukkoon.



Lause 1.1.7. Piste xy € R on joukon A C R kasautumispiste jos ja vain jos on olemassa sellainen
jono (), ettd x, € A, x, # xo kaikillan =1,2,... ja
lim x, = xg.

n—oo

Todistus. "=": Olkoon zy € R joukon A kasautumispiste. T&ll6in jokaista n = 1,2,... kohti on
olemassa sellainen z,, € A, x,, # x, ettd

1
|z, — o] < —.
n
Jonolle (z,,) pétee nyt lim z,, = x.
n—oo
7«<": Oletetaan, ettd x,, € A, x, # ¢ kaikillan =1,2,... ja lim z, = x
n—oo
— Ve > 03 n, siten, ettd |z, — xo| < e, kun n > n,
= Ve >0 pitee x,. € A, x,,, # xoja |v,, — 0| <€

= x on joukon A kasautumispiste.

O

Suljettua joukkoa voidaan luonnehtia myos seuraavalla tavalla (tulosta ei todisteta télla kurssilla).

Seuraus 1.1.8. Joukko A C R on suljettu jos ja vain jos A sisdltid kaikkien suppenevien jonojensa
raja-alkiot.

Huomautus 1.1.9. (1) Topologiassa seuraus 1.1.8 on myds suljetun joukon mééaritelma.

(2) Lauseen 1.1.7 nojalla seuraus 1.1.8 saadaan seuraavaan muotoon: Joukko A C R on suljettu jos
ja vain jos A sisaltdd kaikki kasautumispisteensa.

1.2 Funktion raja-arvo

Maiéritelmi 1.2.1. Olkoon A C R, f: A — R funktio ja zg € R joukon A kasautumispiste. Lukua
a € R sanotaan funktion f raja-arvoksi pisteessi xq, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen
0 > 0, etté

|f(z) —a|] <e aina, kun 0 < |z — xo| < 0 jaz € A.

Té&llsin merkitddn f(x) — a, kun x — xg, tai

lim f(z) =a.

T—T0
Huomautus 1.2.2. (1) Maéritelméssd 0 riippuu vain luvusta € ja pisteesti .

(2) Raja-arvo on lokaali ominaisuus: vain se, mitd tapahtuu pisteen o mielivaltaisen pienessi ympéristosséa
vaikuttaa funktion f raja-arvoon pisteessi xg.

(3) Funktion ei tarvitse olla mééritelty pisteessi zg ja vaikka se olisikin mééritelty, niin sen arvo
pisteessi xq ei vaikuta raja-arvoon. Ta4mé on tarkedd myos derivaatan mééritelméssa (ks. PM I):
f: R — R on derivoituva pisteessid z¢ € R, jos

o @) = fa)

T—T0 Tr — X

on olemassa. Huomaa, ettéd erotusosamédraé ei ole madaritelty pisteessi x = x.

3



(4) Jos raja-arvo on olemassa, se on yksikésitteinen (todistus harjoituksena).

Esimerkki 1.2.3. Olkoon f: R — R, f(x) = bz + 1. Osoitetaan, ettd lim f(z) = 11.

,'1,’—)2

Olkoon € > 0. Tutkitaan, miten § > 0 on valittava, jotta |f(z) — 11| < e, kun 0 < |z — 2| < §. Nyt
|f(z) — 11| = |5z + 1 — 11] = |5z — 10| = 5]z — 2| < ¢,

kun 0 < |z — 2| < £, joten voidaan valita § = £. Téten lirr% f(z) = 11. Esimerkiksi |f(z) — 11] <

o5 = & kun 0 < |z — 2| <

1
5000 °

Esimerkki 1.2.4. Olkoon f: R\{0} — R, f(z) = % Osoitetaan, ettd lim f(z) = 0 (vaikka funk-

x—0

tiota f ei ole médritelty pisteessid x = 0).

Olkoon ¢ > 0. Talloin )

T

]

kun 0 < |z — 0] < ¢, joten voidaan valita § = ¢ méadritelméssd 1.2.1.

|f(z) = 0] = 0

= |z| <e,

Esimerkki 1.2.5. Olkoon f: R — R, f(x) = z? ja 7y € R mielivaltainen. Osoitetaan, etti
lim f(z) = z;.
T—T0

Olkoon € > 0 mielivaltainen ja xq € R. Selvésti
|F(a) = o] = |o? — a2 = | — aolla + wol.

Jos |z — xp| < 1, niin
|z + o] < |z — x| + 2|z0] < 2]20] + 1.

Téasta seuraa, etté
2% — 25| < (2]20] + 1)z — 20| < €,

kun

|z — o] < ja Jr— x| < 1.

g
g

Valitaan § = min{l, _

} , jolloin

|f(x) — f(xo)] <e kun 0 < |z — x| < 0.

niin |f(r) — 4] < ==, kun 0 < |z — 2| <

. . . _ . o 1 1
Jos esimerkiksi zo = 2 ja € = 1555, 000 000"

Lause 1.2.6 (funktion raja-arvon jonokarakterisaatio). Jos f: A — R, xy on joukon A kasautumis-
piste ja a € R, niin seuraavat viitteet ovat yhtapitdavid:

(1) lim f(z) =a,

T—T0

(ii) Jokaiselle jonolle (x,), jolle x, € A, x,, # x¢ kaikillan =1,2,... ja lim x, = xq, pdtee

n—oo

lim f(z,) = a.

n—oo



Todistus. ”(i)=(ii)”: Olkoon lim f(x) = a. Olkoot lisdksi =, € A, z,, # x¢ kaikillan = 1,2,... ja
T—x0

lim z,, = xo. Osoitetaan, ettd lim f(z,) = a.

n—oo n—oo

Olkoon ¢ > 0. Koska lim f(z) = a, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettéd

T—T0
|f(z) —a] <e aina, kun 0 < |z —xo| < 0 jaz € A.

Koska lim z,, = xg, niin on olemassa sellainen ng, etta

n—oo

0 < |z, — x| <0, kunn >ns (oletetuksen mukaan z, # xy).

Siten
|f(z,) — a| < e, kaikilla n > ng,

joten lim f(z,) = a.

n—oo

7(ii)=(i)”: Tehd&én vastaoletus: (i) ei toteudu eli on olemassa sellainen € > 0, ettéd jokaista § > 0
kohti on olemassa x € A, jolle

0<|z—m0] <8 ja |f(z)—a|l>e.

1
Valitaan 9, = —, n = 1,2, ... T&lloin jokaista n € Z, kohti on olemassa sellainen x,, € A, etti
n
I
0<|zp—x0l <= Jja |f(zn)—al>ce.
n
Téten lim z,, = o, mutta jono (f(z,)) ei suppene kohti lukua a. TAmé& on ristiriita. O

n—o0

Esimerkki 1.2.7. Osoitetaan, ettd funktiolla f: R — R,

1, x> 0,
f('r) = 07 m - 07
-1, x < 0.

ei ole raja-arvoa pisteessa 0.
Olkoot @, = =%, 4, = £, n=1,2,... Silloin

lim x, = lim y, =0,

n—oo n—oo

mutta
lim f(z,)=lim —1=-1 ja lim f(y,) = lim 1= 1.

n—oo n—od

Lauseen 1.2.6 nojalla lin% f(z) ei ole olemassa.

1

Esimerkki 1.2.8. Osoitetaan, ettd funktiolla f: ]0,00[ — R, f(z) = — ei ole raja-arvoa pisteessé
x

0.

Olkoon mn:%,nzl,Q,...

Silloin

lim x, =0,

n—oo

mutta jono (f(z,)) = (n) hajaantuu. Lauseen 1.2.6 nojalla lim f(x) ei ole olemassa.

x—0



1

Esimerkki 1.2.9. Osoitetaan, ettd funktiolla f: R \ {0} — R, f(z) = sin— ei ole raja-arvoa
x

pisteessé 0.

1 1
Olkoot z, = —, vy, = =, n=1,2,... Silloin
2mn 2mn + -
2
lim x, = lim y, =0,
mutta
lim f(z,) = lim sin(27n) = lim 0 =0
ja

lim f(y,) = lim sin(27m + g) = lim sing =1

n—oo

Lauseen 1.2.6 nojalla 1in% f(z) ei ole olemassa.

Edelliset esimerkit (joissa raja-arvoa ei ole olemassa) voidaan todistaa myos muodollisesti raja-arvon
madritelmén 1.2.1 avulla tekemaélld vastaoletus ja johtamalla ristiriita.

1.3 Funktion jatkuvuus

Maiéritelma 1.3.1. Olkoon A C R, f: A — R jaxy € A. Funktiota f sanotaan jatkuvaksi pisteessé
xg, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

|f(z) — f(xo)] <&, kun |z —x¢| <djaxe A

Funktiota f sanotaan jatkuvaksi joukossa A, jos se on jatkuva joukon A jokaisessa pisteessd. Jos
funktio ei ole jatkuva, sitd sanotaan epéjatkuvaksi.

Huomautus 1.3.2. (1) Kuten raja-arvo, myos jatkuvuus on lokaali ominaisuus: vain se, mité tapah-
tuu pisteen xy mielivaltaisen pienessd ympéristossa vaikuttaa funktion f jatkuvuuteen pisteessa
Zo-

(2) Jos f ei ole médritelty pisteessi g, niin ei ole mielekésté tutkia funktion f jatkuvuutta pisteessi
Zo-

Esimerkki 1.3.3. (1) Olkoon f: R\ {1} — R, f(z) = z. Usein funktion f sanotaan olevan
epdjatkuva pisteessd 1, vaikka sité ei ole méaaritelty pisteessa 1.

(2) Olkoon g: R\ {0} — R, g(x) = L. Usein funktion g sanotaan olevan epéjatkuva pisteessi 0,
vaikka sité ei ole mééaritelty nollassa. (Jos funktiolle mééritelldéin arvo nollassa, niin saatu funktio
on viistaméittd epdjatkuva joukossa R.)

sinx

(3) Olkoon h: |—Z,2[ - R, h(z) = tanz =

T 202
h jaksollisesti joukkoon

. Funktio h on jatkuva vililla ]—37 5 [ Jatketaan
Cos T

A:{x€R|x7Ag+k‘7r,k€Z}

asettamalla h(z+7) = h(x). Nyt h : A — R on jatkuva (eikd epdjatkuva, kuten saattaisi luulla).



Esimerkki 1.3.4. Osoitetaan, etté funktio f: ]0,00] — R, f(z) = < on jatkuva vélilld ]0, co|.

Olkoon zy > 0 kiinted ja ¢ > 0. Olkoon liséksi x > 0. Selvasti

1 1 |z — 2] 1
@) = S = |1 = 5| = =l e,
1 . 1 .
Jos |x — x| < §x0, niin = > 5950 ja edelleen
1 2
— < —5-
rTy T
Téasta seuraa, etté
2 1
|f(x) — f(20)| < ]z —20], kun |z — 20| < Z20.
i 2
Toisaalta
2 1,
—|r — 20| <&, kun |z — x| < Sa3E.
g 2

Valitaan § = min {3z, s23¢}, jolloin
|f(z) = f(xo)] <&, kun |z —z0| <.
Siten f on jatkuva pisteessé xg.

Lause 1.3.5 (jatkuvuuden jonokarakterisaatio). Funktio f: A — R on jatkuva pisteessi xg € A jos
ja vain jos

lim f(z,) = f(o)

n—oo

kaikilla jonoilla (x,,), joille pdtee x, € A, n=1,2,... ja lim z, = xo.

n—oo

Todistus. Kuten lause 1.2.6 raja-arvolle. [

Huomautus 1.3.6. (1) Lauseen 1.3.5 viitteessi on pienid eroja vastaavaan lauseeseen 1.2.6 verrat-
tuna: lukujonon (z,) termi voi olla myds xo eiké pisteen z( tarvitse olla kasautumispiste.

(2) Lauseen ehto voidaan myos kirjoittaa muodossa:

lim f(z) = f(zo),

T—T0

jolloin yhtélon vasemman puolen téytyy olla olemassa ja oikean puolen téaytyy olla méaaritelty.
Tama on kurssilla PM I esiintynyt maéaritelméa jatkuvuudelle.

(3) Jos xy € A ei ole joukon A kasautumispiste, niin on olemassa sellainen € > 0, etté
lto —e, 20 +e[NA={x0}.
Tallaisissa, ns. eristetyissd, pisteissd f on automaattisesti jatkuva maéritelmén 1.3.1 nojalla.

Esimerkki 1.3.7. Esimerkkeja erityyppisista epajatkuvuuksista:

(1) hyppéysepédjatkuvuus pisteessé 0:



(2) karkaaminen darettomyyteen pisteessa O:

L r e,
f(x)_{o, reR\ Q.

on epajatkuva jokaisessa pisteessid xy € R.

Jaetaan tarkastelu kahteen osaa sen mukaan, onko x( rationaalinen vai irrationaalinen.

(1) Olkoon ensin zy € Q. Koska irrationaaliluvut ovat tiheéssd joukossa R, niin on olemassa jono
r, € R\Q,n=12 ..., jolle pitee
lim x, = zo.

Silloin
lim f(xz,) = lim 0=0%# 1= f(x),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteesséd x( lauseen 1.3.5 nojalla.

(2) Olkoon seuraavaksi zy € R\ Q. Koska rationaaliluvut ovat tihedssé joukossa R, niin on olemassa
jono x, € Q, n=1,2,..., jolle pitee

lim z,, = .

n—oo

Silloin
lim f(z,)=lim 1 =1%#0= f(xg),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteesséd x( lauseen 1.3.5 nojalla.

Esimerkki 1.3.9. Osoitetaan, etté funktio

1
1, r=— Jjollakin k=1,2,...,
fla) = ko

0 muulloin.

11
on epajatkuva joukossa E = {O, 1, . } ja jatkuva joukossa R \ F.

273"
Jos 7o € R\ E, niin on olemassa sellainen r > 0, etté

Jzo — 120 + [N E = 0.

Nyt f(x) = 0 kaikilla © € Jzo — 7, 29 + 7[, joten vakiofunktiona f on jatkuva pisteessé .

1
Jos xy € E, niin on kaksi vaihtoehtoa: joko z¢o = 0 tai xg = A jollakin £ =1,2,...



1
Oletetaan ensin, ettd xqg = 0. Olkoon x, = —, n =1,2,... Silloin
n

lim z, =0
ja
lim f(z,)= lim 1 =1%#0= f(0),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteessa 0.

Oletetaan sitten, ettd xy = % jollakin £k =1,2,... Olkoon z, = % + %, n=1,2,... Silloin
LT
ja
tim fe) =0 £1= £ () = o).
joten f ei ole jatkuva pisteessé xg = %

Esimerkki 1.3.10 (varsin patologinen tapaus). Olkoon f: ]0,1[ — R,

i) =, josx =" n>0,syt(n,m) =1 (supistettu muoto),
€Tr) =
0, josz€]0,1[\ Q.

0=t DY
ZC RN R O G

Liséiksi jos f() = %, niin f(1 —2) = f(2=2) =1
Huomaa, ettd jos n € Z, niin lukuja = € |0, 1], joille f(z) > %, on vain aarellinen méara. Nain on,
silld jos f(z) > £, niin
D N S|
T =—, missd — > —.
q q n
Téstd seuraa, ettd ¢ < n jap <n — 1, joten lukuja 0 < = < 1, joille patee f(x) > % on korkeintaan

n(n — 1) kappaletta.

Osoitetaan, ettd tdmé ns. Dirichlet’n funktio f on jatkuva jokaisessa irrationaalipisteessi ja epdjatkuva
jokaisessa rationaalipisteessi. Viite saadaan, kun todistetaan, etta

lim f(x) =0 kaikilla z € ]0, 1[.

Tr—XT0

Olkoon ¢ > 0. Silloin on olemassa sellainen n, etta

1
— <e&.
n

Koska f(x) > % vain &érellisen monella (korkeintaan n(n — 1)) muuttujan z arvolla, niin on olemassa
sellainen 6 > 0, ettd Jzg — 6, zo + 6] ei sisilld pisteitd = € ]0,1[N Q, = # o, joille f(z) > L. Tastd
seuraa, etta

1
|f(x)—0|:f(x)<ﬁ<5, kun 0 < |z — 2| < 6,

9



silla téillaisille x joko f(x) = 0 tai f(z) = X jollakin ¢ > n. Siten lim f(z) = 0 kaikilla 2o € ]0,1].

q T—x0
Néin ollen f on jatkuva tasmélleen niissé pisteissa zg, joissa f(z¢) = 0.

Voidaan todistaa, ettd ei ole olemassa funktiota, joka olisi jatkuva jokaisessa rationaalipisteessé ja
epdjatkuva jokaisessa irrationaalipisteessi. Tété ei todisteta talld kurssilla. Seuraavassa on lueteltu
muutamia jatkuvien funktioiden perusominaisuuksia.

eisfunktiot ovat jatkuvia méarittelyjoukossaan. eisfunktioita ovat polynomit, rationaali-
1) Alkeisfunktiot ovat jatkuvi adrittelyjouk Alkeisfunktioit t poly it, rati li
, eksponentti-, logaritmi-, potenssi-, trigonometriset ja ns. algebralliset funktiot sekd néisté
aarellisella méaralla funktioiden peruslaskutoimituksia, kdantamisia ja yhdistdmisid saadut funk-

tiot. Alkeisfunktioita ovat siis esimerkiksi z2 — 3, Z=L 7 logs(4z + 1), V2, cos(3z), |z| ja

) 3420
msin( tan z+In |z —2| )
(%)“”—i- Valtsing/

(2) Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessi xp, niin myos funktiot

fg. of (c€R), fg. §<g<xo>¢o>, A,
min{f, g}, max{f,g}

ovat jatkuvia pisteessi xg.

(3) Jos f on jatkuva pisteessi xy ja g on jatkuva pisteessd f(zo), niin yhdistetty funktio g o f on
jatkuva pisteessa xg.

Esimerkiksi funktio f(z) = 1 on jatkuva pisteessi zy # 0 ja funktio g(z) = sinz on jatkuva

pisteessé f(zg) = x_l(y joten funktio (g o f)(z) = sin < on jatkuva pisteessd zy # 0.

(4) Suppiloperiaate funktioille: Jos f, g, h: A — R ovat sellaisia funktioita, ettd f ja g ovat jatkuvia
pisteessd xy € A,
f(z) < h(z) < g(x) kaikilla x € A
ja
f(@o) = h(xo) = g(x0),

niin myos h on jatkuva pisteessd xy. Tdméa tulos seuraa suoraan lauseista B.1.17 ja 1.3.5.
Maiaritelma 1.3.11. Funktiota f: A — R sanotaan rajoitetuksi, jos sen kuvajoukko
Ry=f(A)={yeR|y= f(x) jollakin z € A}
on rajoitettu eli on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd
|f(z)] < M kaikilla z € A.

Lause 1.3.12. Suljetulla ja rajoitetulla vililli [a,b] mdadritelty jatkuwva funktio f: [a,b] — R on
rajoitettu.

Todistus. Tehd&an vastaoletus: f ei ole rajoitettu. Talloin jokaista n € Z kohti on olemassa sellainen
Ty € [a,b], ettd

| (zn)| > 7.

Koska z,, € [a,b] kaikilla n = 1,2,..., niin jono (z,) on rajoitettu. Bolzanon—Weierstrassin lauseen
nojalla silld on suppeneva osajono (z,, ), eli

lim z,, =
k—o0
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jollakin zy € R. Koska a < z,, < b kaikilla £ = 1,2,..., niin epdyhtdlon sdilymisen periaatteen
nojalla a < xg < b, ts. zg € [a,b] (tdssd on olennaista, etta vili on suljettu).

Edelleen, koska
lim z,, =x9, o€ [a,b] ja [ on jatkuva vélilld [a, b],

k—o0

niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla

lim f(z,,) = f(zo).

k—o0

Téstéd seuraa, ettéd (f(z,,)) on suppenevana jonona rajoitettu. Tamé& on ristiriita, silla
|f(zn)] >, k=1,2,...,
missi n, — 00, kun k — oo. O

Huomautus 1.3.13. Edellisessi lauseessa on olennaista, ettd vili on suljettu: funktio f: |0, 1] — R,
flz) = % on jatkuva valilla ]0, 1[, mutta ei ole rajoitettu. Toisaalta on olennaista, ettd funktio on
jatkuva: funktio

1
f:10.1] — R, f(z) = {T’ Zi"gg b

ei ole rajoitettu suljetulla vililla [0, 1].

Kertaus: Funktio f: A — R saavuttaa suurimman arvonsa joukossa A C R, jos max f(A) on
olemassa eli on olemassa sellainen o € A, etti

f(z) < f(xo) kaikilla z € A.

Silloin
f(xo) = max f(x) = sup f(z).

z€A zEA

Vastaavasti f saavuttaa pienimmén arvonsa joukossa A, jos min f(A) on olemassa eli on olemassa
sellainen xy € A, ettéd

f(x) > f(xy) kaikilla z € A.
Silloin

F(z0) = min f(z) = inf f(z).

z€EA €A

Lause 1.3.14 (Weierstrassin max-min-lause). Suljetulla ja rajoitetulla valilld [a, b] madritelty jatkuva
funktio f: [a,b] — R saavuttaa suurimman ja pienimmdn arvonsa.

Todistus. Lauseen 1.3.12 nojalla funktio f on rajoitettu. Taydellisyysaksiooman nojalla

sup f(x) =M e R

z€la,b]
on olemassa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa sellainen zy € [a,b], ettd f(xo) = M (jolloin
M = max f(x)).

z€la,b]

Lauseen A.0.35 nojalla jokaista n € Z, kohti on olemassa sellainen x,, € [a,b], ettd
1
M—— < f(z,) <M.
n

11



Koska a < x,, < b kaikillan = 1,2,..., niin (z,) on rajoitettu jono. Bolzanon—Weierstrassin lauseen
nojalla télla on suppeneva osajono (x,, ), joten raja-arvo

lim z,, =20 € R
k—oo

on olemassa. Koska a < z,, < b kaikilla k& = 1,2,..., niin epéyhtélon sdilymisen periaatteen no-
jalla @ < 2o < b, joten xy € [a,b] (téssd on olennaista, ettd vili on suljettu, vrt. lauseen 1.3.12
todistukseen). Koska

1
M—— < f(zp) <M kaikilla k =1,2, ...,
ny

niin suppiloperiaatteen nojalla
lim f(z,, )= M.

k—oo

Koska f jatkuva pisteessi xg, niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla

f(zo) = lim f(x,,)= M.

k—oo
Minimié koskeva véite todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtéava). [

Huomautus 1.3.15. Edellisessi lauseessa on olennaista, ettd vili on suljettu: funktio f: )0, 1] — R,
f(z) = x on jatkuva, mutta ei saavuta suurinta eikd pienintd arvoa vélilld |0, 1[. Huomaa, etté

inf f(z)=0 ja sup f(z)=1,
z€]0,1] z€]0,1]

mutta minimiéa tai maksimia ei ole olemassa.

On my®s olennaista, ettéi viili on rajoitettu: funktio f: [1,00[ — R, f(z) = 2 on jatkuva, mutta ei

X
saavuta pienintd arvoa valilla [1, co[. Huomaa, etté

inf f(x)=0.

z€[1,00]
Lause 1.3.16. Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on jatkuva. Jos f(a) < 0 < f(b) tai f(a) > 0> f(b),
niin on olemassa sellainen xq € |a, b, ettd f(zo) = 0.
Todistus. Oletetaan, ettd f(a) < 0 < f(b) (tapauksen f(a) > 0 > f(b) voi tdmén jilkeen hoitaa

tarkastelemalla funktiota g = — f, joka on jatkuva ja jolle g(a) < 0 < g(b)).

Viitteen voi todistaa kahdella eri tavalla: kdyttamalld tdydellisyysaksioomaa suoraan tai jonojen ja
suljettujen vélien periaatteen avulla. Olkoon

A={ze[a,b]| flz) <O}

Koska a € A, niin A # (). Lisiksi A C [a,b] on (ylh#iltd) rajoitettu, joten zq = sup A on olemassa.
Osoitetaan, etta f(zg) = 0.

Jos f(x) < 0, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd f(z) < 0 kaikilla |z — 2| < ¢ (ks. harjoituksen
6 tehtéava 2). Erityisesti f(zq + %) <0, ts. 7o + g € A eiki z( ole joukon A yldraja.

Jos f(zp) > 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd f(z) > 0 kaikilla |z — 29| < §. Liséksi zy on

joukon A yldraja, joten z ¢ A kaikilla x € |zq — 0, b]. Téll6in kuitenkin xg — g on joukon A ylaraja
eikd xq voi olla pienin yldraja. Néin ollen on oltava f(x¢) = 0.

12



Toinen tapa todistaa viite on kédyttdd jonoja ja aiemmasta tuttua puolitusmenetelméi. Olkoon
I, = [ay, by], missé a; = a ja by = b ja sen keskipiste

a, + by
5

Jos f(c1) = 0, niin haettu piste on 16ydetty ja zo = ¢;.

C1 =

) =
Jos f(e1) # 0, niin joko f(c;) > 0 tai f(c;) < 0. Jos f(¢;) > 0, niin valitaan ay = a; ja by = ¢;.
Jos f(c1) < 0, niin valitaan as = ¢1 ja by = b;. Kummassakin tapauksessa siis Io = [a2,bo] C I; ja

flaz) <0 < f(by).

Jatketaan néin: jos vélit I, Is, ..., I, on valittu kuten edella ja
ay, + by
Cn =
2

on vélin I,, = [ay,, b,| keskipiste, niin valitaan vali I,,,1 = [an11,bn11] C I, siksi vélin I,, = [a,, by,]
puolikkaaksi, jolle f(an+1) <0 < f(bpi1).

Jos f(c,) = 0 jollakin n € Z, niin valitaan xy = ¢, ja viite on todistettu.

Jos valintaprosessi ei pysdhdy vaan f(c,) # 0 kaikilla n € Z. , niin saamme jonon sisékkéisid suljet-
tuja valeja I, = [an, by], joille pétee

-[12]22-[32"'7 f(an)<0<f(bn)7 n:1727”'

Suljettujen vilien periaatteen nojalla on olemassa

To € ﬂ [n
n=1
Vilien pituudet
h—
bn—an:2n—j—>0, kun n — oo.

Koska a, < z¢ < b, kaikillan =1,2,..., niin

b— b—
= a ja Ogbn—xogbn—anzzn_?.

b—a

Téassd 5%

— 0, kun n — oo, joten suppiloperiaatteen nojalla

lim a,, = ¢ = lim b,.

n—oo n—oo

Koska f on jatkuva pisteessd xg, niin jatkuvuuden jonokarakteriaation nojalla

lim f(an) = f(xo) = lim f(by).

Koska f(a,) < 0 kaikilla n = 1,2, ..., niin epdyhtélon séilymisen periaatteen nojalla
F(a0) = lim f(an) <0,

Toisaalta f(b,) > 0 kaikilla n = 1,2, ..., joten
Flao) = lim f(b) > 0.

n—oo

Tésté seuraa, ettd f(zg) = 0. O
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Lause 1.3.17 (Bolzanon lause). Oletetaan, etti f: [a,b] — R on jatkuva. Jos y € R on sellainen
luku, ettd

inf f(z) <y < sup f(x),
vela velad]

niin on olemassa sellainen xq € [a,b], ettd f(xo) =y.

Todistus. Weierstrassin lauseen (lause 1.3.14) mukaan on olemassa sellaiset x1, x5 € [a, ], ettd

inf f(z)= min f(z)= f(x1) <y < f(z2) = max f(z) = sup f(z).
x€[a,b] z€[a,b] z€(a,b] z€[a,b]

Jos 11 = x5, niin
flz1) < f(x) < f(z2) = f(z1) kaikilla z € [a,b],

joten
f(z) = f(x1) kaikilla = € [a,b]

ja f on vakiofunktio. Oletetaan sitten, ettd x; < xo (tapaus z; > x todistetaan samalla tavalla).
Funktio

9:[a,0] = R, g(z) = f(z) —y
on jatkuva,
g(z1) = f(z1) —y <0 ja g(z2) = f(z2) —y > 0.

Jos g(xg) = 0 toisella k& = 1, 2, niin valitaan zq = x,. Muutoin g(z;) < 0 ja g(z2) > 0. Télloin
lauseen 1.3.16 nojalla on olemassa sellainen g € [z, 22|, ettd g(xg) = 0 eli f(zo) = y. O

Huomautus 1.3.18. (1) Bolzanon lause sanoo kidytédnnossd sen, ettd jatkuva funktio saavuttaa
ainakin kerran kaikki arvot miniminsd ja maksiminsa vélilla.

(2) Bolzanon lauseessa ja lauseessa 1.3.16 on olennaista, ettd funktio f on jatkuva ja ettd reaaliak-
selissa ”ei ole reikid”. Esimerkiksi funktio

—1, kunz <0,
1, kun x > 0,

f:[-1,1] =R, f(z)= {

on epajatkuva eika silla ole nollakohtaa vélilla [—1, 1] vaikka f(—1) < 0 < f(1). Lisdksi, jos
9:QN[0,2] = Q, g(z) =2* -2,

niin ¢(0) = —2 ja g(2) = 2, mutta ei ole olemassa sellaista lukua xy € Q N[0, 2], ettd g(xy) = 0.

1.4 Funktion tasainen jatkuvuus

Olkoot A C R ja f: A — R jatkuva joukossa A. Talloin f on jatkuva jokaisessa pisteessi t € A.
Siten jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettéd

If(z)— f(t)] <e, kun|z—t|<djazeA.

Kuitenkin § riippuu yleensé pisteesté t. Siis sama § ei yleensi kelpaa kaikille pisteille t € A. Yleensé
0 riippuu luvusta e, funktiosta f ja pisteesté t.
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Esimerkki 1.4.1. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) = cos <. Tlléin f on jatkuva joukossa ]0, 1], erityisesti
pisteessi t € ]0, 1]. Oletetaan, ettd jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettéd

|f(x) — f(t)] <e kaikille x, t €]0,1], |z — t| <,

ts. oletetaan ettei  riipu pisteesté ¢t. Valitaan sellainen n, etté

1
o> —.
2nm

Olkoot
1

T P T Gy n

2nm
Nyt 0 <t <z <4, joten |z — t| < §, mutta
|f(z) — f(t)] = | cos(2nm) — cos((2n + 1)m)| = 2.
Jos valitaan 0 < € < 2, niin ei ole olemassa sellaista lukua § > 0, jolle pétee |f(x) — f(t)| < ¢ kaikille
x,t €]0,1], |z — t| < 4. Siis J riippuu pisteesté ¢ olennaisella tavalla.

Maéritelma 1.4.2. Funktiota f: A — R sanotaan tasaisesti jatkuvaksi joukossa A, jos jokaista
£ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(z) — f(t)] <e kaikillaz, t € Aja|x—t <9.

Magdritelmdn tarkoitus: Funktio f: A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A, jos funktion arvot ovat
mielivaltaisen ldhelld toisiaan aina, kun muuttujan arvot ovat riittdvén ldhelld toisiaan. Siis funktion
arvot eivit saa muuttua ”liian nopeasti” (tai jos ne muuttuvat "hyvin nopeasti”, niin muutoksen on
tapahduttava riittdvan pienella valilld).

Huomautus 1.4.3. (1) Tasainen jatkuvuus maaritelldén joukossa A, ei pisteittiin kuten jatkuvuus.

(2) Jos f on tasaisesti jatkuva joukossa A, niin f on jatkuva joukossa A (kiinnitetddn t = xg
médritelméssa 1.4.2). Kéddnteinen viite ei pade esimerkin 1.4.1 valossa.

Esimerkki 1.4.4. Osoitetaan, etté funktio f(x) = 1 on tasaisesti jatkuva vililla [1,2].

Olkoon & > 0 mielivaltainen ja z, ¢t € [1,2]. Talloin

lalEs |

£ - fol = |2 1| =] = B

<|t—z| <e,

kun ¢, x € [1,2] (nyt & <1 ja | P < < 1). Valitsemalla méadritelméssé 1.4.2 § = ¢ saadaan

Il
|f(z) = f(t)] < e kaikilla x, t € A, |x — t] <.

Siis f(z) = 1 on tasaisesti jatkuva vélilla [1, 2].

Funktio f(x) = % ei kuitenkaan ole tasaisesti jatkuva vélilla |0, 1], kuten seuraava pééttely osoittaa.
Tehdéén vastaoletus, etté f on tasaisesti jatkuva vélilla |0, 1]. Talloin jokaista € > 0 kohti on olemassa
sellainen 0 > 0, etté

|f(z) = f(t)] <e, kunt, x€]0,1]jalz—tl <0.

Valitaan tésséd ¢ = % Valitaan lisdksi sellainen n € 7., ettd % < 9. Asetetaan z = % jat = —=.

n+1
Talloin x, t € ]0,1] sekd 0 < ¢t < & < 9§, joten |z — t| < §, mutta samalla
1
[f2) = fO)]=In—(n+1)]=1>2=¢
eli saadaan ristiriita. Siten f(x) = % ei ole tasaisesti jatkuva vililld ]0,1] (vaikka f on jatkuva

kyseiselld vililld). (Huomaa, etté téssé lauseketta ei voida arvioida ylospéin.)

ItH |
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Lause 1.4.5. Jatkuva funktio f: [a,b] — R on tasaisesti jatkuva suljetulla ja rajoitetulla valilld [a, b).

Todistus. Tehdaén vastaoletus: funktio f ei ole tasaisesti jatkuva valilla [a, b]. Tésté seuraa, ettd on
olemassa sellainen ¢ > 0, ettd jokaista 6 > 0 kohti on olemassa sellaiset pisteet z, t € [a,b] (jotka
riippuvat luvusta 9), etté

[z =t <o ja [f(z) - f{)] z e

Valitaan 6 = %, n=1,2,..., jolloin jokaista n kohti on olemassa sellaiset x,, t, € [a,b], ettd

o —tal <5 Ja 1) = flt)] 2 <
Jono (x,,) on rajoitettu, joten Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause B.3.8) nojalla silld on suppeneva
osajono (z,, ). Olkoon zy = khﬂrgo Tp,. Koska
a<z, <b kaikillak=1,2,...,
niin epayhtilon sdilymisperiaatteen nojalla
a<zg<b eli zy€[a,b.
Liséksi

1
|tnk - m0| < |tnk _'Tnk| + |$nk —l‘0| < n_k + |x7’bk — 2o

1
<+ + [on, = 70| =0,

kun £ — oo (huomaa, ettd n; > k), joten klim tn, = To. Koska f on jatkuva, niin jatkuvuuden
—00

jonokarakterisaation (lause 1.3.5) nojalla

k—o00

Té&ten on olemassa sellainen k. € Z ., etta

| f(@n,,) — flzo)] < g ja | f(tn,) — flzo)| < g kaikilla k > k..
Siten
e < |flan,) = fta )| < | f(an,) = flzo)| + [ f(20) = f(tn,)]
<Siioe
kaikilla k > k.. Ristiriita. ]

Esimerkki 1.4.6. Olkoon f: R — R, f(x) = x + sinz. Osoitetaan, ettd f on tasaisesti jatkuva
joukossa RR.

Ratkaisu: Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Kun z,¢ € R, on voimassa

|f(z) = f(t)] = |z +sinz — (t +sint)| < |z —t| + |sinz — sint|

—t t
=lr—tl+2 singg2 cosx—; ‘,
silla ; 4
sinx —sint = 2sin T ; cos T 5 kaikilla x, t € R.
Edelleen, koska |cosy| <1 ja |siny| < |y| kaikilla y € R, saadaan arvio
r—t
f@) — FO < -2 — o <

kun |z —t| < 5. Voidaan siis valita § = 5. Siten f on tasaisesti jatkuva joukossa R.
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Luku 2

Sarjat

2.1 Sarjan suppeneminen

Maéritelma 2.1.1. Olkoon (zy) reaalilukujono. Muodostetaan uusi jono (s,,), jolle

sn:ka:m1+x2+---+xn, n=12...
k=1

Jonoa (s,) sanotaan jonoon (zy) liittyvéksi osasummien jonoksi tai sarjaksi. Jos jono (s,) suppenee
eli on olemassa sellainen S € R, ettéd
lim s, =S,

n—oo

niin sanotaan etta sarja suppenee. Lukua S sanotaan sarjan summaksi ja merkitdan

oo n
E T = lim E r = lim s, = S.
n—oo n—oo
k=1 k=1
Jos sarja ei suppene, niin sanotaan, etti se hajaantuu. Summaa

fLL:: j;i Tk ZZS'—-Sn

k=n+1
sanotaan sarjan (s,) (n:nneksi) jidnnostermiksi.

Huomautus 2.1.2. (1) Sarjaa merkitdén ) -, z riippumatta siité, suppeneeko se.

(2) Jos sarja ) ,_, x) suppenee, niin sen osasummien jono (s,) suppenee, ts. raja-arvo lim s, =S

n—oo

on olemassa. Té&lloin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n., ettéa

(o)
lsn — S| :‘ Z xk‘ < e kaikilla n > n..
k=n+1

Téastd ndhdadn, ettéd sarja suppenee, jos ja vain jos sen jadnnostermien jono suppenee kohti lukua
0.

Esimerkki 2.1.3. (1) Osoitetaan, ettd > - 5x = 1. Todistetaan ensin induktiolla, etté

1 1 1 1 1
w=) m=gtEt o tm=lm
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kaikilla n = 1,2,...: Viite pétee arvolla n = 1, silli s; = 2 =1 — 2% Jos sitten s, = 1 — &

2 oF
jollakin k € Z, (induktio-oletus), niin
B I 1 I 1
8k+1_8k+ﬁ_1_§+ﬁ_ —W.
Induktio-periaatteen nojalla véite patee kaikilla n € Z, . Siten
. ) 1
lim s, = lim (1 — —) =1.
n—oo n—oo on
(2) Sarja Z(—l)k hajaantuu: Nyt s; = —1, s =0, s3 = —1, s4 = 0,... Induktiolla ndhdéaén, etta
k=1
sp = 0, kun n on parillinen, ja s, = —1, kun n on pariton. Siten jono (s,) hajaantuu.
(3) Osoitetaan, etta sarja i i hajaantuu. Koska ! > ! kaikilla k£ = 1,2
i n r —_— ntuu. = — kaiki = -
’ ST k+1 1+1/k = 2 S
niin saadaan arvio
Lz St n 1,2
n— 5 s ZN:-Z- ==, = L1, 4.
mTa73 nt1 2~ 2 "
Siten jono (s,) ei ole rajoitettu ja (s,) hajaantuu lemman B.1.10 nojalla.
Lemma 2.1.4. Jos sarja Zxk suppenee, niin lim z; = 0.
= k—o0
Todistus. Sarja Zxk suppenee, joten on olemassa lim s, = S € R. Koska z,, = s, — s,_1, n =
k=1
2,3,..., niin
lim z, = lim (s, — $—1) = lim s, — lim s,,.1 =5 — 5 =0.
Huomaa, etté tidssd myos raja-arvo lim s,_; on olemassa ja on S. [

[e.9]
Huomautus 2.1.5. (1) Ominaisuudesta lim z; = 0 ei seuraa sarjan Z x), suppeneminen! Esimer-

k—o0
k=1
[ee]
kiksi harmoninen sarja E z hajaantuu vaikka lim % = 0.
k—o0
k=1

(2) Yleisesti sarjan suppeneminen riippuu siité, ettd kuinka nopeasti x; menee nollaan luvun k

kasvaessa.
oo
Seuraus 2.1.6. Jos lim x # 0 (tai raja-arvoa ei ole olemassa), niin g xk hajaantuu.
k—o0
k=1

— k
Esimerkki 2.1.7. (1) Sarja Z el hajaantuu, silld
k=1
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(2) Toisaalta sarjat Z(—l)k ja Z cos (k:g) hajaantuvat, silld raja-arvot
k=1 k=1

T
lim (=1)* ja i (-)
kggo< ). hne O k2
eivit ole olemassa.

Lause 2.1.8 (Cauchyn kriteeri sarjoille). Sarja suppenee, jos ja vain jos sen osasummien jono (s;)
on Cauchyn jono eli jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n., ettd

|sn — sm| <&, kunn,m >n..

Todistus. Seuraa suoraan Cauchyn kriteeristd jonoille. ]

Huomautus 2.1.9. (1) Osasummien jono (s,) on Cauchyn jono, jos ja vain jos jokaista ¢ > 0 kohti
on olemassa sellainen n. € Z, etti

m
|sn—sm|:‘ E I‘k’<8, kun m > n > n..
k=n+1

(2) Tadmén kriteerin avulla on jo osoitettu kappaleessa B.4, etté

D B X
k=1 k=1
suppenevat ja etta
>
k
k=1

hajaantuu.

Joskus sarjan suppeneminen voidaan osoittaa laskemalla ns. teleskooppinen summa.

= 1
Esimerkki 2.1.10. Osoitetaan, etta sarja ; m suppenee. Koska
1 (k+1)—k 1 1

= =———— k=12,...
k(k+1) k(k+1) ko k+1 T

R U W
n n—+1) n+1’

niin n:s osasumma voidaan esittdd muodossa

L W B
=172 273

kaikilla n = 1,2, ... Siten

> ! li 1— li ! 1
——— = lim s, =1— lim =1,

[e.@]
k=
joten sarja suppenee ja sen summa on 1.

Tarkastellaan seuraavaksi erditéd keskeisiéd sarjoja. Todistetaan sitd ennen yksi tarpeellinen lemma.
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Lemma 2.1.11. Jos |a| < 1, niin lim a” = 0. Jos a = 1, niin lim o = 1. Muulloin jono (a™)

n—oo n—oo
hajaantuu.
Todistus. Olkoon ensin |a| < 1. Télloin |a"| = |a|™ < 1™ = 1, joten jonot (|a|”) ja (a™) ovat ra-
joitettuja. Liséksi jono (|a|™) on viihenevé, silld |a|"™ = |a|la|™ < |a|™. Siten jono (|a|™) suppenee
ja

lim |a|” = inf{|a]" |n=1,2,...}.

Merkitaén tatd infimumia (ja raja-arvoa) m ja osoitetaan, ettd on m = 0. Selvésti 0 on alarajana
alkioille |a|”, ja infimumin méaaritelmén ehto (i) toteutuu.

Oletetaan, ettéd m > 0. Koska & > m = inf{|a|” | n =1,2,...}, niin on olemassa sellainen n € Z,
etta |a|™ < o+ Télloin
m

p—— m7
|al

miké on ristiriidassa luvun m mééarittelyn kanssa. Néin ollen m = 0 ja harjoituksen 2 tehtdvin 5c
nojalla myos lim a™ = 0.

n—oo

ja*** < |a]

Jos |a| = 1, niin (a™) = 1,1,... tai (a") = —1,1,—1,1,... eikd jono (a"™) suppene. Jos |a| > 1, niin
la| = 1+ x jollakin x > 0. Télléin

(I+a)" = Z (Z)xklnk =1 +naz+z (Z)xk > 1+ na,
k=0 e

kaikilla n € Z,, joten |a|™ > naz kaikilla n € Z,. Téssd x > 0, joten jono (|a|") ei ole rajoitettu.
Myoskadn jonot (|a™|) ja (a™) eivét siten voi olla rajoitettuja. O

Lause 2.1.12. Geometrinen sarja

Zxkzl—i—x—i—xQ—i—..., r € R,
k=0

suppenee, jos ja vain jos |x| < 1. Jos |x| < 1, niin sarjan summa on

> 1
;x’“: s

(o]
1
Todistus. ”<": Oletetaan, ettd |z| < 1 ja osoitetaan, etta ka =T Nyt
k=0 -
sp=1+x+a>+ - +a" ja

TS, = w4+ a’ 4"+t
Vihentdmailld ndmé puolittain toisistaan saadaan s, — xs, = 1 — 2"*!, joten

1_ n+1
Sp = I_, n:O,l,...
1—=x

Huomaa, ettd nyt 1 —x # 0. Koska |z| < 1, niin lemman 2.1.11 mukaan lim z"™' =0, ja

n—oo

(o)

1 — xn—i—l 1
E ¥ = lim s, = lim = , lz| < 1,
x

k=0
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Siten sarja (s,) suppenee.

?=": Oletetaan, ettd |z| > 1. T&llsin jono (z*) ei suppene nollaan, kun k — oo, ja sarja Y o, x*

hajaantuu seurauksen 2.1.6 nojalla. ]

Huomautus 2.1.13. Geometrinen sarja on ldhtokohta monelle muulle suppenevalle sarjalle:

(1) Zxk:xekzlfx, kun |z| <1,
k=1

k=0
9 1)k 2k — a2k — k <1
(2) I;:(J( ) ;;:0:( z”) 1—(—2?) 1422 un |zl )
3) > 3af=> (3z)F = k =
8) 3t =3 @ =gy mll<g

Seuraavan sarjan suppenemista koskeva tulos on térkedsséd roolissa mychemmin suppenemistestien
yhteydessa.

Lause 2.1.14. Olkoon p € R. Sarja
— 1
2%
k=1
suppenee, jos ja vain jos p > 1.

Todistus. ”<": Tapa 1 (Hieman epétarkka, ennen kuin integraalit on kisitelty tarkasti): Olkoon
p > 1. Osasummaa s,, voidaan arvioida ylospdin madratyn integraalin avulla seuraavasti:

n n n 1
n=) —<1 —dr=1+— - P =1 S|
s ;ki’_ + z=1+1— /133 +1_p(n )
1 1 P
—1+—(1- <14 —=—"— > 1).
+p—1( np‘l) S >1)

Siten jono (s,) on kasvava (s,+1 > s,) ja rajoitettu, joten se suppenee monotonisen suppenemisen
lauseen nojalla ja

=1
Zﬁzlim8”§%<m’ kun p > 1.

1 n—oo
Siis sarja suppenee, kun p > 1. (Téalld menetelmélld saadaan myos arvio virheen |S — s,,| suuruudelle.)

Tapa 2 (Tarkka perustelu): Olkoon p > 1. Koska jono (s,) on kasvava, niin monotonisen suppe-
nemisen lauseen nojalla se suppenee, jos se on rajoitettu. Riittdd siis osoittaa, ettd jono (s,) on
rajoitettu.
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Kun n € Z,, valitaan sellainen t € Z, , ettd n < 2'. Télloin

2t—1

1
S”SSZtAZZE
k=1
_q 1 1 1 1 1 1
=1+ §+§ + E+§+@+% + -

<1 2,48 9t-1
! 1 1 1
Sl et e T Tt Gyt
- 1
E: 1-p\k __

il
o)

1

Téssd 1=

on vakio, joka ei riipu luvusta n, joten jono (s,) on rajoitettu.

?=": Olkoon sitten p < 1. Télloin kaikilla k = 1,2,... pitee arvio k? < k, josta saadaan + < .
Siten osasummille saadaan arvio

i%gi% n=12 . (2.1)
k=1 k=1

Osasummien jono » y_, +,n=1,2,..., ei ole ylhéiltd rajoitettu, Epayhtélon (2.1) nojalla mydskéén
sarjan » o kip osasummien jono ei ole ylhaalta rajoitettu, joten se hajaantuu.

Sen, ettd sarja Y -, + hajaantuu, voi ndhdd myds seuraavasti (téssé on sama epétarkkuus kuin
tapauksen p > 1 yhteydessé):

"1 1 1 s
Sp = —=1l4=-4--4+—-—> —dzr=In(n+1).
k 2 n T
k=1
Koska lim In(n + 1) = oo, niin my&s lim s, = oo, joten (s,) hajaantuu.

n—oo n—oo

Tapaus p < 0 voidaan perustella my6s seuraavasti. Koska —p > 0, niin

1

— =kP>1 kaikillak=1,2,...

kP
Siten jono (k%) ei suppene lukua 0 kohti, kun k — oo, ja sarja ) -, kip hajaantuu seurauksen 2.1.6
nojalla. O]

Suppenevat sarjat toteuttavat yleisesti seuraavan lineaarisuusominaisuuden.

Lause 2.1.15. Olkoot a, b € R. Jos Y o xr = S ja > ooy = T oval suppenevia sarjoja, niin
myds sarja Y .- (axy + byx) suppenee ja sen summa on aS + bT.

Todistus. Koska lim > zp = S ja lim >}, yx = T, niin lukujonon raja-arvon laskusééntojen
n—oo n—oo

(huomautus B.1.14) nojalla

lim Z(axk + byk) = a lim Zxk + b lim Zyk =aS +bT.
k=1 k=1 k=1
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Huomautus 2.1.16. Sarjan Y . (x) + yx) suppenemisesta ei seuraa, ettd > -, zx tai > o Yk
suppenisi. Esimerkiksi

(-0 + (1)) = Y0 =0

o0 o0
k=1 k=1

suppenee, mutta Z(—l)k ja Z(—l)k+1 hajaantuvat.
k=1 k=1

2.2 Suppenemistesteji positiivitermisille sarjoille

Jonojen tapauksessa osoitettiin, ettd reaalilukujono suppenee, jos ja vain jos se on Cauchyn jo-
no. Télloin sen suppeneminen péaételtiin raja-arvoa laskematta. Vastaavasti sarjojen tapauksessa on
tarkedd pystyé padtteleméadn sarjan suppeneminen laskematta sen summaa — summan laskeminen on
usein hyvin vaikeaa, jopa mahdotonta ja myos turhaa, jos sarja osoittautuukin hajaantuvan. Sarjan
suppenemisen tarkastelu summaa laskematta on usein mahdollista niin sanottujen suppenemistestien
avulla.

o
Maéritelma 2.2.1. Sarjaa Y xy sanotaan positiivitermiseksi, jos xp > 0 aina, kun k= 1,2, ...
k=1

Seuraava lause antaa monotonisen suppenemisen lausetta vastaavan tuloksen sarjoille.

Lause 2.2.2. Positiiviterminen sarja suppenee, jos ja vain jos sen osasummien jono (S,) on ylhddltd
rajoitettu. Tdlloin

Z.ﬁtk = lim s, =sup{s, | n=1,2,...}.
k=1

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd sarja Y ., ) suppenee ja x; > 0, k = 1,2, ... Talloin osasummien
jono (s,) suppenee, joten jono (s,) on rajoitettu.

7<": Oletetaan, etté (s,) on ylh#élta rajoitettu. Jono s, on lisdksi kasvava, silla

n+1 n

snﬂ—sn:g xk—g T =Tpt1 >0, n=12,...
k=1 k=1

Siis (s,) on kasvava ja ylhééltd rajoitettu, joten monotonisen suppenemisen lauseen (lause B.2.3)
nojalla (s,) suppenee. Siten sarja suppenee.

Lisdksi monotonisen suppenemisen lauseen nojalla

Zxk =sup{s, |[n=1,2,...}.
k=1

Huomautus 2.2.3. Lause ei péade, jos termit vaihtavat merkkiéd. Esimerkiksi

> (=1F

00
k=1

hajaantuu, vaikka sen osasummien jono on rajoitettu.
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Seuraava lause on yksinkertainen, mutta darimmaéisen térkea.

Lause 2.2.4 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd jonoille (zx) ja (yx) on voimassa
0 <z <y katkilla k =1,2,. ..

o0 o
(i) Jos Zyk suppenee, niin Zxk suppenee. (majoranttiperiaate)
k=1 k=1

o0 [e.e]
(ii) Jos Zxk hajaantuu, niin Zyk hajaantuu. (minoranttiperiaate)
k=1 k=1

Todistus. Osoitetaan ensin kohta (i). Merkitédén s, = > xp ja s, = > vk, n = 1,2,... Koska sarja
k=1 k=1

0.]
> yx suppenee, niin jono () suppenee ja se on rajoitettu. Téten on olemassa sellainen M € R,

=1
ettd |s,| < M kaikillan = 1,2,... Edelleen 0 < s/, < M kaikilla n = 1,2,.. ., silld y, > 0 kaikilla

k € Z,. Koska kaikilla k pétee 0 < xp < yg, niin
0<s,<s <M, n=12...

Sarja 220:1 Ty on positiiviterminen ja sen osasummien jono (s,) on rajoitettu. Lauseen 2.2.2 nojalla
jono (s,) ja siten myos sarja Y-, T3 suppenee.

Kohta (ii) seuraa vastaoletuksella kohdasta (i). O

Huomautus 2.2.5. (1) Yleensi tehtdvani on tutkia, suppeneeko annettu sarja. Talloin on padteltavé,
kumpaa periaatetta tehtavissa kannattaa kdyttad; hajaantuva majoranttisarja tai suppeneva mi-
noranttisarja ei auta tehtdvan ratkaisussa.

(2) Edelld sarjan on oltava positiiviterminen. Esimerkiksi

> ()

k=1
hajaantuu, vaikka —% < 0 kaikilla k£ =1,2,... ja > 0 =0 suppenee.
k=1
Esimerkki 2.2.6. Tutki, suppeneeko sarja i 6k
.2.6. Tutki, suppen r .

Ratkaisu: Aluksi voidaan tehdé epdmuodollinen pééttely sarjan suppenemisesta. Sarjan suppenemi-
nen riippuu sen “héntdosan” kéyttaytymisestd. Indeksin k suurilla arvoilla voidaan arvioida

6k 6k 6
k4437 ko k3
ja lauseen 2.1.14 nojalla > % suppenee. Téllaisen likimé#rdisen tarkastelun voi tehd& tehtdvan
k=1

alussa, mutta se antaa vain ”vihjeitd” sarjan kdyttaytymisesta.

Osoitetaan, ettd sarja suppenee ja kidytetddn majoranttiperiaatetta. Nyt

6k 6k 6
0< <2 k=12
S 43T KB '
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Lisdksi lauseen 2.1.14 nojalla
D=6 5
k=1 k=1
suppenee, joten alkuperdinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

Esimerkki 2.2.7. Tutki, milla arvoilla x > 0 sarja

ix— x+—2+—3+
2, 3

suppenee.

Ratkaisu: Olkoon 0 < x < 1. Talloin

QZk

0< 2= <k k=1.,2,...
_k_x’ =

o
Téssd > a* on geometrinen sarja, joka suppenee, kun 0 < x < 1. Siten majoranttiperiaatteen nojalla
k=1

S "
sarja » % suppenee, kun 0 < x < 1.
k=1

Olkoon sitten x > 1. T&lloin

1 xk
0< - < —, k=1,2,...
k— k
Téssd % on harmoninen sarja, joka hajaantuu. Siten minoranttiperiaatteen nojalla > % hajaan-
k=1 k=1

tuu, kun x > 1.

1

Esimerkki 2.2.8. Tutki, suppeneeko sarja Z
vVE+1

Ratkaisu: Osoitetaan, ettd sarja hajaantuu ja kdytetdédin minoranttiperiaatetta. Koska vk +1 <

VE+k = v2Vk, niin 1
7

Lauseen 2.1.14 nojalla Z \/_ hajaantuu, joten myos

nojalla Z
k=1 V

hajaantuu ja minoranttiperiaatteen

- aw
TTMg

7

hajaantuu.

= k+5
Esimerkki 2.2.9. Tutki, suppeneeko sarja Z ) .
R+ R+ R4

: : . : I : . kE+5
Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta. Suurilla indeksin £ arvoilla ~
k3 +k2+k+1
k 1
= Koska sarja Z 7z suppenee, yritetddn osoittaa myos annettu sarja suppenevaksi.

K3k =

Kéytetddn majoranttiperiaatetta. Nyt

0 < k+5 B 1+5/k <6
TRk E+1T R+ 1k+ 1R+ 1R Tk
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00 6 00
kaikilla £ = 1,2,..., ja ];1 i 6 1; 72 Suppenee. Siten alkuperiinen sarja suppenee majoranttipe-

riaatteen nojalla.

Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta. Suurilla indeksin £ arvoilla 4 /% ~ k% =

S

o
Koska sarja > \/LE hajaantuu, yritetddn osoittaa myods annettu sarja hajaantuvaksi.
k=1

Kéytetddn minoranttiperiaatetta. Alaspéin arvioimalla saadaan

k+5 1+5/k -
+k+1  k(1+1/k+1/k?) ~ 4k

> 1 11
2@—5Zﬁ

hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla annettu sarja hajaantuu.

>0, k=1,2,...

Lisédksi sarja

Huomautus 2.2.11. Majorantti- ja minoranttiperiaatteessa sarjaa kannattaa yrittda verrata sarjaan

=1
k»
k=1
tai geometriseen sarjaan, joiden suppeneminen hallitaan téaysin.

Lause 2.2.12 (suhdetesti). Oletetaan, etti x > 0 kaikilla k = 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset ky € 7 ja 0 < M < 1, ettd

L < M kadkilla k> ko,
Tk,

o0
nin E T suppenee.
k=1

(ii) Jos on olemassa sellainen ko € 7., etti

Ll+1
Tk

> 1 kaikilla k > ko,

o0
nn E x hajaantuu.
k=1

Todistus. (i) Oletusten nojalla

Thor1 < My,
2
Tko+2 S Mxko—i—l S M Ty,

2 k—k
Thot(h—ko) < Map—y < M wpg < - < M ™my,

07
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joten
z, < T MFTR kaikilla k > kg

(tarkka perustelu induktiolla). Liséksi
S S
k=ko k=ko

missé Z;O:ko MP* on suppeneva geometrinen sarja, silli 0 < M < 1. Siten alkuperiinen sarja
suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

(ii) Oletusten mukaan
o > 1 > 0 kaikilla k > k.

Téstd seuraa, ettd jono (xy) el suppene lukua 0 kohti. Siten >/, z; hajaantuu seurauksen
2.1.6 nojalla.

]

Seuraus 2.2.13. Oletetaan, etti x > 0 kaikilla k = 1,2, ...

o
. o T4l g ,
(i) Jos lim =“= < 1, niin sarja g Xy suppenee.
k—oo T Pt

T

[e.9]
(ii) Jos lim =“= > 1, niin sarja g x hajaantuu.
k—oo T 1

x
Todistus. (i) Olkoon klim ZEtL — ¢ missi 0 < ¢ < 1. Téllsin on olemassa sellainen ko € Z., etté
— 00 I‘k

1 _
Thil _ c‘ <« =% Yaikilla k > k.
Tk 2
Tasté seuraa, ettd
1— 1
Thil 170 S aikilla k> ko,

joten sarja suppenee lauseen 2.2.12 nojalla.

(ii) Olkoon khm LA ¢, missé ¢ > 1. Télloin on olemassa sellainen kg € Z, , etté
— 00 $k

Tk41
T

1
_ c‘ < CT kaikilla k > ko.

Téasta seuraa, etté
T c—1 c¢c+1
Tetl . _ _ct
T 2

> 1 kaikilla & > ko,

joten sarja hajaantuu lauseen 2.2.12 nojalla.
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x
Huomautus 2.2.14. Jos khm Saliat 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua. Esimerkiksi sarja
—00 :[jk

=1
Z kpr
k=1
suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Téssé tapauksessa

k‘ p
lim T g M (R

kaikilla 0 < p < co. Huomaa, etté tissi % < 1 kaikilla k = 1,2,. ..

12
Esimerkki 2.2.15. Tutki, suppeneeko sarja Z

k=

9%k ”

2
Ratkaisu: Merkitddn x), = o Talloin

— —, kun £ — o0,

T (k+1)2/250 (k4 1\? 28 e+ 1)71
vy k228 Uk 2k+l

O |
DN | —

joten sarja suppenee seurauksen 2.2.13 nojalla.

= (k!)?
Esimerkki 2.2.16. Tutki, suppeneeko sarja Z EQk))"

1\2

. Tallsin
(2k)!

Ratkaisu: Merkitédan ), =

T ((K+1)D22k) (k+ 1) 1
o Ck+ IR (2k+2)(2k+1) 4

kun k£ — oo,

joten sarja suppenee seurauksen 2.2.13 nojalla.

Lause 2.2.17 (juuritesti). Oletetaan, etti xp > 0 kaikilla k= 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset kg € Z.4 ja 0 < M < 1, ettd

Yar <M kaikilla k > ko,

nn E T suppenee.
k=1

(i1) Jos on olemassa sellainen ko € Z., ettd

Yar > 1 kaikilla k > ko,

nin E x hajaantuu.
k=1
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Todistus. (i) Oletusten nojalla on olemassa sellainen kg € 7, etta
Ve < M kaikilla k& > ko, joten
zp < M" kaikilla k > ko.

o0
Téssd >, MP* on geometrinen sarja, joka suppenee, silli 0 < M < 1, joten alkuperiinen sarja
k=ko

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.
(ii) Oletusten nojalla on olemassa sellainen kg € Z , ettd
Vx> 1 kaikilla k > kg, joten
x> 1% =1 kaikilla k > k.
Téten jono (z) ei suppene lukua 0 kohti, joten sarja > z; hajaantuu seurauksen 2.1.6 nojalla.

k=1

]
Seuraus 2.2.18. Oletetaan, etti xp > 0 kaikilla k =1,2,...

(o]
(i) Jos klim Y < 1, niin sarja Z[Bk suppenee.
—00
k=1

(i1) Jos klim Vx> 1, niin sarja ka hajaantuu.
- k=1
Todistus. Vastaavasti kuin seurauksen 2.2.13 todistus (harjoitustehtiava). O

Huomautus 2.2.19. (1) Juuritestii kiiyttiessd kannattaa muistaa raja-arvo lim {/n = 1.

n—oo

Todistus. Huomaa, ettd /n > 1, kaikillan = 1,2, ... Johdetaan seuraavaksi luvulle /n yliraja,
jonka raja-arvo on 1. Kun n > 2, niin binomikaavasta (a + b)" = >_;_ (})a"*b* saadaan arvio

2\" n 2 n 2\ 2 2\"
(1+y2) =1+ = (D)(V2) e+ (V)
n 1 n 2 n n
2\ 2 —1) 2
1+ (1)) =2
2 n 2 n
Siis (1 + \/%)n > n, mistd saadaan 1 + \/% > /n > 1. Siten suppiloperiaatteen mukaan
lim /n =1. O
(2) Jos klim Vx, = 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua. Esimerkiksi sarja
=1
P
k=1

suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Téssé tapauksessa kohdan (1) mukaan

kaikilla 0 < p < oc.
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(3) Sarjan suppenemista tarkasteltaessa voidaan aina jéttdd pois ddrellisen monta termid sarjan
alusta. Ne eivit vaikuta sarjan suppenemiseen, mutta vaikuttavat kylld sarjan summaan. Talla
tulkinnalla positiivitermisten sarjojen suppenemistestejé voidaan soveltaa myos sarjoihin, joiden
termit ovat positiivisia jostakin indeksin arvosta ldhtien.

= 1
Esimerkki 2.2.20. (1) Tutki, suppeneeko sarja ,;2 W.
1
Ratkaisu: Merkitddn x, = ————, kun £ = 2,3,... Tallin

(log k)k’

1 1
Kk _
v (logk)*  logk

— 0, kun k£ — oo,

joten sarja suppenee seurauksen 2.2.18 nojalla.

o0

(2) Tutki, suppeneeko sarja Z(
k=1

2k—|—3>’€
4k +5/

2k +3
4k +5

k
Ratkaisu: Merkitdan x;, = ( > . Talloin

2k+3>k_2k+3_2+3/k;

1
k — k — = - k k o0
V Tk <4k+5 Ak +5 4t5/k 2 mETS

joten sarja suppenee seurauksen 2.2.18 nojalla.

(3) Milld arvoilla z > 0 sarja > kx* =z + 222 + 323 + ... suppenee?
k=1

Ratkaisu:

lim Vkz*F = lim 2vk = x.

k—oo k—o0

Seurauksen 2.2.18 nojalla sarja suppenee, kun 0 < z < 1, ja hajaantuu, kun x > 1. Kun x =1,
niin jono (k) ei suppene lukua 0 kohti ja sarja hajaantuu seurauksen 2.1.6 nojalla.

Lause 2.2.21 (vertailuperiaate). Oletetaan, ettd x > 0 ja yp > 0 kaikilla k = 1,2, ... ja ettd

xXr
K = lim =%
k—oo Yk

on olemassa.

o o0
(i) Jos 0 < K < oo, niin Y, x) suppenee, jos ja vain jos » , Yy Suppenee.
k=1 k=1

(i1) Jos K =0 ja > yr suppenee, niin »_ xj suppenee.
k=1 k=1

(iii) Jos K = o0 ja Y yg hajaantuu, niin Y, xp hajaantuu.
k=1 k=1

Todistus. (i) Oletetaan, ettd 0 < K < oo. Télloin on olemassa sellainen kg € Z., etté

K
’% _ K‘ < = kaikilla k > ko,
Yk 2
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(iii)

josta saadaan epéayhtalo

1 3
I <o < Ky kaikilla k > ko,

o0 oo [e.¢]
Jos > yx suppenee, niin myos %K yr suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla > xj sup-
k=1 k=Fko k=ko

o0
penee ja siten myos » | xj suppenee.

k=1
o o0 oo

Jos Y xp suppenee, niin myos Y xj suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla > %K Yi SUp-
k=1 k=ko k=ko

(o9}
penee ja siten myos » | yj suppenee.
k=1

o0

Oletetaan, ettd K = 0 ja Y. yx suppenee. Jono (z—]’z) on suppenevana jonona rajoitettu, joten
k=1

on olemassa sellainen M > 0, etté

‘ﬁ‘ <M kaikillak=1,2,...
Yk

Siten
0 <z < My, kaikilla k=1,2,...

o o o
Nyt > yi. suppenee, joten Y My, suppenee ja majoranttiperiaatteen nojalla myos > xy sup-

k=1 k=1 k=1
penee.
Oletetaan, ettd K = oo ja ettd > y, hajaantuu. T&llin on olemassa sellainen ky € Z.., ettd
k=1

"t > 1 kaikilla k > k.
Yk

Siten
rr >y, kaikilla k > k.

o0 o
Koska > y, hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myos > x; hajaantuu.
k=1 k=1

]

Huomautus 2.2.22. Edellinen lause sanoo myos sen, ettd > z; hajaantuu, jos ja vain jos Y y

k=1 k=1

hajaantuu. Tdmén saa todistettua suoraankin kayttadméalla minoranttiperiaatetta.

o0 o0

Jos K = 0 lauseessa 2.2.21, niin sarjan ) xj suppenemisesta ei valttdmétta seuraa sarjan » yg

k=1 k=1
1

suppeneminen. Jos esimerkiksi x; = e ja yr = —, niin

k

1
lim Tk _ lim - =0

o0 (o ¢]
ja Y xj suppenee, mutta »_ y, hajaantuu.
k=1 k=1
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k* — 2k +7
+5k* —3k2 4+ 2k — 1

Esimerkki 2.2.23. Tutki, suppeneeko sarja Z 5
k=1

Ratkaisu: Suurilla indeksin k arvoilla pétee

k* — 2k +7 k? 1

Bk — 3242k —1 kS

Koska sarja > 1%3 suppenee, yritetdin osoittaa alkuperédinen sarja suppenevaksi.
k=1
k*—2k+7

B 5k 3k + 2k — 17
1,2,...). Tillsin

1
Valitaan zp = a yp = e lauseessa 2.2.21 (nyt zx > 0 ja y, > 0, k =

yr kS 4+ 5k4—3k2 4+ 2k —1
kS — 2k* + Tk

T okt —3k2 42k — 1

Bl-2+715
= g 3k k;) ~ — 1, kunk — co.
B+ —&+5 )

Sarja > k%, suppenee, joten lauseen 2.2.21 nojalla sarja ) xj suppenee.
k=1 k=1

2.3 Itseisesti suppenevat sarjat

o o
Maéritelmé 2.3.1. Sarjan Yz, sanotaan suppenevan itseisesti, jos Y |rg| suppenee. Jos sarja
k=1 k=1

suppenee, mutta ei suppene itseisesti, niin sanotaan, etti se suppenee ehdollisesti.
o (_1)k+1

7 suppenee ehdollisesti, silla

Esimerkki 2.3.2. Alternoiva harmoninen sarja
k=1

g‘<_1]€)k+1‘ _ g

| =

hajaantuu, mutta

°° —1)k+1
>

suppenee. Tadmaé osoitettiin jo esimerkissd B.4.10, mutta sen ndkee my6s seuraavalla tavalla: Koska

1 1 . 1 1 - 1 1
Sn: —_— — J— PR —_
2 1 2 3 4 onm—1 2n
1 1 1 1 1 1 1
Sop1==— === —+— _ 7
m1= 717\ \27 3 15 Mm—2 2n—1

ja




niin .
— < S9p =89p1 — — < Sop_1 < 1.
9 = 2n 2n—1 m 2n—1 =
Jono (sg,) on kasvava ja rajoitettu ja jono (sg,_ 1) on vihenevé ja rajoitettu, joten monotonisen
suppenemisen lauseen nojalla ne suppenevat eli raja-arvot
lim s9, ja lim s9, 1

n—o0 n—oo

ovat olemassa. Ylla olevan nojalla so, — s9,_1 = —%, joten

1
nlLHolo(SQn - 3271—1) = nhjgo (_%> =0.

Téten jonot (so (S2n—1) suppenevat kohti samaa lukua S € R. Harjoituksen 4 tehtdvén 1 nojalla

n) Ja
myos lim s, = S.

n—oo

1 1
=sinl 4+ —sin2 4+ —sin3 + ... itseistd suppenemista.

o0 . k
Esimerkki 2.3.3. Tutki sarjan Z o

— k3 8 27
Ratkaisu: Koska
sin k 1 =1
0< < — ja E suppenee,
3 3 7.3
k k - k
niin

i Si]?gk )

k=1

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla. Siis sarja suppenee itseisesti.

sin k

suppenemisen tutkiminen on kuitenkin ongelmallista, silld sen termit vaihtavat

Itse sarjan Z
=1

merkkial Tahan tarvitaan seuraavaa lausetta.

Lause 2.3.4. [lseisesti suppeneva sarja suppenee ja
DIEAES NS
k=1 k=1

Todistus. Olkoon yy, = xy + |xk|, k = 1,2,... Koska —|zx| < x < |2k, niin

o0 o
Koska > |zx| suppenee, niin majoranttiperiaatteen nojalla > vy suppenee. Edelleen
k=1 k=1

o0 n n n

E zp = lim g (yx — |zx]) = lim E yp — lim g |k,
n—oo n—oo n—oo

k=1 k=1 k=1 k=1

o0
joten Y xj suppenee. Lisiksi kolmioepayhtdlon nojalla
k=1

7111_{210 = 7}1_}1210’2%’ < hm Z|xk| = lek‘

>l
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Huomautus 2.3.5. (1) Edellinen lause antaa keinon tutkia sellaisten sarjojen suppenemista, joiden
termit vaihtavat merkkidin. Ottamalla itseisarvot saadaan positiiviterminen sarja, jonka suppe-

nemista voidaan tutkia edellé olleiden suppenemistestien avulla. Huomaa kuitenkin, etté itseisar-
oo

o
vojen muodostaman sarjan »  |zx| hajaantuminen ei kerro mitdén sarjan ) x; suppenemisesta
k=1 k=1
(hajaantumisesta).

(2) Yleensa
‘Zxk‘ £ |z,
k=1 k=1

Esimerkiksi jos (z) = —1,1,0,0, ..., niin
Zazk:O, ja Z|azk|:2.
k=1 k=1

Maéritelma 2.3.6. Olkoon Zxk sarja. Jos ¢: Zy — Zy on bijektio ja yr = T, kaikilla & =

k=1
1,2,..., niin sarjaa

DU
k=1
sanotaan alkuperdisen sarjan uudelleenjdrjestelyksi.

Esimerkki 2.3.7. Olkoon

kE+1, kun k on pariton,
(k) = {

k—1, kun £ on parillinen.

Télloin sarja
— 1 1 1 1
Z%(k):§+1+1+§+'“a
k=1

on harmonisen sarjan uudelleenjérjestely.

Lause 2.3.8. Jos sarja ) xp suppenee itseisesti, niin jokainen uudelleenjirjestely > yp suppenee
k=1 k=1

o0 o
E Yk = E Tk
k=1 k=1

ja

Todistus. Lauseen 2.3.4 nojalla sarja > xj suppenee. Merkitddn S = > x ja s, = > x. Olkoon
k=1 k=1 k=1
e > 0. Silloin on olemassa sellainen N, etta

150 — S| < g kaikilla n > N
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ja
N+p N+p c
‘E]%| MM: >l <5 laikilap € 7Z,.
k=N-+1

o
Jalkimmaéinen viite saadaan Cauchyn kriteeristd (lause B.4.6), silld sarjan ) |x)| osasummien jono

on Cauchyn jono. Merkitdan
b= Tt = Y Uk
k=1 k=1

Valitaan M niin, ettd termit x,...,xy esiintyvit osasummassa ty;. Jos m > M, niin t,, — sy on
ddrellinen summa termeista xy, £ > N. Talloin ylld olevan nojalla on olemassa sellainen p € Z ., etta

N+p c
[t = sn] <> el < 5.
k=N+1
Siten I
’f}m—S|§‘tm—SN|+|8N—S’<§+§:€, kuanM,
joten Zyk = lim ¢, = 9. ]

m—0o0
k=1
Huomautus 2.3.9. (1) Erityisesti suppenevat positiivitermiset sarjat voidaan jirjestella uudelleen
ilman, ettd summa muuttuu.

(2) Ellei sarja suppene itseisesti, niin uudelleenjérjestely voi vaikuttaa suppenemiseen ja summaan.

Olkoon
SRRSO S U S O
2 3

S =
4 5 6

(=Dt
k
Aikaisemmin todistettiin, etté % < § < 1. Jarjestelemélld sarja uudelleen saadaan

<1 1) 1+<1 1) 1+<1 1) 1+
2 4 3 6 8 5 10 12
1 1+1 1+1 1+
2 4 6 8 10 12
_10 1+1 1+1 1+ )
2 2 3 4 5 6
1
2

Lause 2.3.10. Jos sarjan jokainen uudelleenjirjestely suppenee, niin sarja suppenee itseisesti.

oo
Todistus. Tehdddn vastaoletus: > |rx| hajaantuu. Olkoot zi, x5, ... sarjan Y. x; ei-negatiivisten
k=1 k=1
o
termien jono (z;7 > 0) ja 7,75, ... negatiivisten termien jono (z; < 0). Koska sarja Y. z; suppe-

k=1
o0 oo (e e]
nee ehdollisesti, niin sekd Y z; ettd > z; hajaantuvat (harjoitustehtivi). Siten erityisesti Y. z;

k=1 k=1 k=1
hajaantuu eli
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Sarja i z; hajaantuu, mutta se ei ole sarjan i xj, uudelleenjérjestely (termit x, puuttuvat) eikd
siten \Ijlzella anna ristiriitaa. Korjataan tilanne ggelttamalla termit z, riittdvin harvasti termien z;
viéleihin.
Termin x] asettamiseksi valitaan sellainen luku &y € 7, etté
T b a2 e H L=

jolloin xf+---+x;§1 +z; > 1.
Seuraavaksi termin x; asettamiseksi valitaan sellainen ky > kq, etté

af e daf vay bal g+, > ey + 2,

jolloin i 4+ af +ay +x y + - Fa, +ay > 2,

Jatketaan ndin sijoittamalla z, termin x,jn jéalkeen siten, ettd osasumma termiin x, asti on suu-
rempi tai yhtdsuuri kuin n. Néiin saadaan haluttu hajaantuva sarja, joka on alkuperdisen sarjan
uudelleenjérjestely. n

Huomautus 2.3.11. Siis itseisesti suppenevat sarjat ovat sellaisia sarjoja, joiden kaikki uudel-
leenjarjestelyt suppenevat. Tamén takia itseisesti suppenevat sarjat ovat téarkeita.

Lause 2.3.12 (Riemannin uudelleenjérjestelylause). Jos sarja suppenee ehdollisesti, niin se saadaan
suppenemaan kohti mitd tahansa lukua jarjestelemdlld sen termit uudelleen.

oo
Todistus. Oletetaan, ettd > x; suppenee ehdollisesti. Olkoot z], 27, ... sarjan ei-negatiivisten ter-
k=1
o0
mien jono ja xy,Z,,... negatiivisten termien jono. Koska sarja > xj suppenee ehdollisesti, niin

k=1
taytyy olla voimassa

o0 o0
sz =00 ja Z z, = —o00  (harjoitustehtévi).
k=1 k=1

Jos molemmat olisivat darellisié, niin sarja suppenisi itseisesti ja jos vain toinen olisi dérellinen, niin
o

sarja itse hajaantuisi. Liséksi sarjan ) xj suppenemisesta seuraa, ettd klim xr = 0. Siten my0s
k=1 —0o0

lim z7 =0 ja lim 2;, = 0.
k—o0 k—o0
Olkoon S € R. Osoitetaan, ettéd sarjan summaksi saadaan S jérjestelemalld se uudelleen.

Olkoon ky pienin luku, jolle
i +ag+- > 8

Olkoon seuraavaksi ko pienin luku, jolle
(@ + - b)) + (@ + -+ g) <8,
Edelleen olkoon k3 > k; pienin luku, jolle

(@ o al) + (o 4 z) (T e ) > S
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Néin jatkamalla saadaan sarja, jonka osasummat heilahtelevat luvun S molemmilla puolilla. T&ta
prosessia voidaan jatkaa, silld

o [ee]
§ : + _ : E - _

T, =0 Ja T, = —O0.
k=1 k=1

Néin saatu sarja on alkuperiisen uudelleenjérjestely. Koska

lim 2 =0 ja lim z; =0,

k—o0 k—o0
niin saadun sarjan summa on S. O]
0 _1)k+1
Esimerkki 2.3.13. Sarja Z saadaan suppenemaan kohti mitd tahansa lukua S jérjestelemalla

k=1
sen termit uudelleen.

Olkoon esimerkiksi S = 2009. Menetellaan kuten lauseen 2.3.12 todistuksessa:

1. Valitaan pienin luku £y, jolle

11
I+ -+ -+t

> 2009
3 5 2k — 1
2. Seuraavaksi valitaan pienin luku ks, jolle
1 1 1
4+ +——=—=-— — — < 2009
T3 -1 2 4 oy
3. Sitten valitaan pienin luku k3 > k; siten ,etté
1 1 1 1 1 1
I O e S e T S R = 2000.
T3ttt T2 ST T T

(-1

Jatkamalla tdhdn tapaan saadaan sarjan Z uudelleenjérjestely, joka suppenee ja jonka

k=1
summa on 2009.

2.4 Vuorottelevat sarjat

Maiaritelma 2.4.1. Sarjaa sanotaan vuorottelevaksi, jos se on muotoa

Z(—l)kJrlSL’k =1 — T2+ T3 — T4+ .. -
k=1

misséd x, > 0 kaikilla k =1,2,...

Huomautus 2.4.2. Koska

> (DR == (1),

niin riittaa tarkastella vain toista.
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Seuraavaksi esitetdén ja todistetaan tédrked vuorottelevien sarjojen suppenemista koskeva tulos.

Lause 2.4.3 (Leibnizin lause). Oletetaan, ettd (xx) on vihenevd jono, xy > 0 kaikilla k = 1,2, ...
ja klim xr = 0. Silloin sarja

> (—1)f

k=1

suppenee. Jos S on ylldolevan sarjan summa ja s,, sen n:s osasumma, niin seuraava virhearvio pdtee:

|S — sn| = ‘ Z (—1)’““1:;6‘ < xpp1  kaikillan =1,2,...
k=n+1

Todistus. Jonon (sq,-1) perakkaisille alkioille patee

— _ 2n+2 2n+1
S9(nt1)—1 — S2n—1 = Sopt1 — San—1 = (= 1) Xoppq + (=1)" 29,

= Top+1 — Ton <0,

silld jono (z,,) on vihenevé. Siten myo6s jono (sg,_1) on vihenevi. Vastaavasti jonon (sg,) alkioille
on voimassa

— _ 2n+3 2n+2
S9(nt1) — S2n = Son42 — Son = (—1) Tonyo + (—1) Ton+1

= Ton41 — Tant2 2> 0,
silld jono (z,) on viahenevi. Téten jono (sa,) on kasvava.
Toisaalta kaikilla n = 1,2,... on voimassa
Son = Son—1 + (—1)"" 0 = 5901 — T2n < S20-1,
silld x9, > 0. Téstd saadaan (kaikilla n € Z, ) arviot
83 <84 < vv s < Sop S Sgp1 S Sopog S v S St

Siis 1 on kasvavan jonon (sg,) yldraja ja s, on vihenevén jonon (ss, 1) alaraja. Monotonisen sup-
penemisen lauseen nojalla jonot (sa,) ja (s2,—1) suppenevat. Merkitdén

Sl = lim Son—1 ja SQ = lim Son-
n—00

n—oo

Nyt
Sl - SQ = lim Sop—1 — lim Son — lim (32n—1 - Sgn) = lim Top = 0,
n—00 n—00 n—00

n—oo

joten S; = S;. Harjoituksen 4 tehtdvén 1 mukaan myos S = lim s, = 5. Todistus télle ei ole pitka,

n—oo

joten se on esitetty alla. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Téll6in on olemassa sellaiset n. ja n? € Z.,
ettéd

|Son_1 — S1| < & kaikilla 2n — 1 > n., ja
|son — S1| < & kaikilla 2n > n”.

Valitsemalla n. = max{n., n?} ndhddén, etta

|sp — 51| < e kaikilla k > n..
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Todistetaan lopuksi virhearviota |.S — s,,| koskeva tulos. Y14 esitetyn nojalla sy, < S < 59,1 kaikilla

n=1,2,... Néin ollen
1S — son| = S — 520 < Sont1 — Son = Tong1
ja
IS — Son—1]| = S2n—1 — S < Sop—1 — Son = Tap.

Taten arvio
|S - Sn| < ‘Sn-‘rl - Sn| = Tpt1

pitee kaikillan =1,2,...

]

Huomautus 2.4.4. Leibnizin lauseen tilanteessa sarja suppenee, jos ja vain jos klim xr = 0: Jos
—00

S™(—=1)* 12, suppenee, niin lim (—1)F*1

k=1 k—o0
siséltyy lauseen oletuksiin.

k—o00

(=DF
k

Esimerkki 2.4.5. Osoitetaan, etté sarja Z suppenee.
k=1

Kirjoitetaan

x (_1)k (L 1)k+]
DL SlC

k=1 k=1

Téssé jono (%) on vdhenevi ja lim % = (, joten sarja suppenee Leibnizin lauseen nojalla.
k—o0

x, = 0, joten myds klim x = 0. Toisaalta ehto lim x; =0
—00

Virhearvio: Kuinka monta termié osasummaan s, on otettava, jotta summan S approksimoinnissa
tehty virhe on pienempi kuin € > 07 Jos osasummaan otetaan k termié, niin |S — s;| < x441. Edelleen

_ < <:>k:>1 1
xk+1—k+1 9 - .

Jos esimerkiksi e = 0,001, niin £ > 999, ja 1000 termié riittdd varmasti (vihempikin saattaa riittaa,

mutta sitd tastid ei née).

Esimerkki 2.4.6. Leibnizin lauseen nojalla sarja

i (_1)/€+1
Z k.s
k=1
suppenee aina, kun s > 0, silld téalloin
1 1 1 . .
l‘k=E>0, xk:E2m2$k+l Ja ]}LHgokaO-
. . . e G2
Esimerkki 2.4.7. Osoitetaan, ettd sarja Z(—l) 5 hajaantuu.
k=1
. - pk+2 o . . .
Osoitetaan, ettd khm (—1) ei ole olemassa, jolloin sarja hajaantuu lemman 2.1.4 nojalla. Jonolla
k+2
Ty = (—1)’“L, k=1,2,...
k
on suppenevat osajonot
21
Toyy=———1, kunl — 0
20+ 2
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ja
20 -1
To|—1 = —m - —]_, kun [ — oo.

Koska ndmé osajonot suppenevat kohti eri lukuja, jono (xy) hajaantuu. Huomaa, etté esimerkin sarja
on vuorotteleva ja sen termien itseisarvojen muodostama jono on vidheneva.

Y hteenveto sarjojen suppenemistarkastelusta

Tutkittaessa sarjan
o0
>
k=1

suppenemista kannattaa noudattaa seuraavaa strategiaa:

(1) Onko
lim x, =07
k—o0
Ellei, niin sarja hajaantuu.
(2) Onko xp > 0 kaikilla k = 1,2,... (tai jostain indeksin arvosta ldhtien)? Jos on, niin majorantti-

ja minoranttiperiaate vertailusarjoina geometrinen sarja tai
= 1
P
k=1
Mahdollisesti suhdetesti, juuritesti tai vertailuperiaate.
(3) Jos termit vaihtavat merkkiddn, niin suppeneeko sarja itseisesti?

(4) Onko sarja vuorotteleva ja voidaanko Leibnizin lausetta soveltaa?

(5) Miten sarjan positiivisten ja negatiivisten termien muodostamat sarjat kiyttaytyviat? Onko toi-
nen suppeneva ja toinen hajaantuva?

(6) Muut menetelmiit ja kikkakolmoset.
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Luku 3

Riemannin integraali

Maéaritelma 3.0.8. Olkoot a, b € R ja a < b. Vilin [a,b] jaoksi kutsutaan dérellistd joukkoa
D ={xg,z1,...,2,}, missd
a=20<T1<T9<...<xp, =0

Pistettd zj sanotaan jakopisteeksi ja valid Iy = [zx_1,xx], kK = 1,2,...,n, sanotaan jakovdliksi.
Lisédksi lukua
I(Ix) = Tp — T,

sanotaan jakovalin I, pituudeksi. Edelleen jakoa D’ sanotaan jaon D tihennykseksi, jos D C D',
Huomautus 3.0.9. (1) Dy = {a,b} C D jokaisella vélin [a, b] jaolla D.
(2) Jos Dy ja Dy ovat vilin [a, b] jakoja, niin
Dy CDyUDy ja Dy C DyUD,.
Maéritelma 3.0.10. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja D = {zg,x1,...,z,} vilin [a, D]

jako. Funktion f yldsummaksi jaon D suhteen sanotaan summaa

Sp=Sp(f) =D Wz, 2]) sup  f(x)

TE[Tp_1,Tk]

ja alasummaksi summaa

3

sp=sp(f) =) Ulwe-1,2]) inf f(z).

TE|Tp—1,Tk
st [Tk—1,7k]

Huomautus 3.0.11. (1) Téydellisyysaksiooman nojalla ylldolevat supremum ja infimum ovat ole-
massa, silld f on rajoitettu.

(2) Ala- ja ylasummille pétee jarjestys sp < Sp, silla

inf  f(z) < sup  f().

we[xkflvxk} xe[xk_l,xk]

Esimerkki 3.0.12. f: [0,1] — R, f(z) = 2% Olkoon D vilin [0, 1] tasavilinen jako jakopisteini
z, =% k=0,1,...,n. Silloin

inf z)= min %=



ja
k2
sup  f(z) = max rt = —

k=1 k 2"
me[xkflvmk] n 'n n

Tasté seuraa, ettd

n n k2
Sp = Z(xk _xk_l)x sup  f(x) = Zﬁ . %

1
Siten Sp — 3 kun n — oo. Vastaavasti

n n e
SD = Z(«'Ek — Tp-1) e[mf f(z) = M . %

k—1 x xk*l»'%k] n
2n—1) 1 1 1
k= n —(1-=)12--
T Z 6n3 G ( n) ( n)

1
ja tiaten sp — 3 kun n — oo. Tésséd on kaytetty summakaavaa

Zk2 n(n+1)(2n + 1), n &€ Zy,

joka voidaan todistaa induktiolla.

Lemma 3.0.13. Jos D C D', niin Spr < Sp ja spr > sp.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd D' = D U {2} ja
Tpo1 < 2’ <y,
missd x_1 ja xp ovat jaon D pisteitd. Nyt

sup  f(z) < sup  f(z) ja sup f(z) < sup  f(x),

r€[zp_1,2'] TE[TK—_1,Tk] z€[z! zp) TE€[TEK—_1,Tk]

joten

([zp-1,2])  sup  f(z)+ [z z]) sup f(x)

T€[rp_1,2'] z€[z’ ]
<U[zp-1,27)  sup  f@) +U([2"z])  sup f(2)
T€[zK_1,28] TE[wp—1,2k]
=@ —xp 1tz —2) sup f(x)
T€[Tp—1,71]

= l([zr-1,21]) sup  f(z).

rE€[Tp—_1,Tk]

Tastéa seuraa, ettd Spr < Sp. Yleinen tapaus saadaan induktiolla. Alasummia koskeva véite spr > sp
todistetaan samalla tavalla. O

Lemma 3.0.14. Jos Dy ja Do ovat vdlin [a,b] jakoja, niin sp, < Sp,.
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Todistus. Olkoon D = D; U D, (jakopisteet suuruusjirjestyksessa). Talloin Dy C D ja Dy C D.
Lemman 3.0.13 ja huomautuksen 3.0.11(2) nojalla saadaan sp, < sp < Sp < Sp,. O

Olkoon D vilin [a, b] jako ja Dy = {a,b}. Lemman 3.0.14 nojalla

Sp > sp, = (b—a) inf}f(x)

z€la,b
ja

sp < Sp, = (b—a) sup f(z).
z€[a,b]

Siten yldsummien joukko
{Sp | D vélin [a, b] jako}

on alhaalta rajoitettu ja alasummien joukko
{sp | D vélin [a, b] jako}
on ylh&alta rajoitettu. Taydellisyysaksiooman nojalla

I=infSpeR ja I=supsp€eR
D D

ovat olemassa, missd infimum ja supremum on laskettu vélin [a, b] kaikkien jakojen yli.

Maéaritelma 3.0.15. Olkoon f: [a, b] — R rajoitettu funktio sekd Sp ja sp jakoa D vastaava
yld- ja alasummat. Ylla esiteltyd lukua I = infp Sp sanotaan funktion f yldintegraaliksi ja lukua
I = supp, sp funktion f alaintegraaliksi.

Lemma 3.0.16. Jokaiselle vilin [a,b] jaolle D pitee

sp<I<T<Sp.

Todistus. Olkoot D ja D’ vilin [a, b] jakoja. Lemman 3.0.14 nojalla
sp < Sp.
Ottamalla oikealla puolella infimum jakojen D’ yli (ja pitdmélld jako D kiinnitettyné) saadaan
sp < iBlfSD/ =1.
Vastaavasti ottamalla vasemmalla puolella supremum jakojen D yli saadaan

I =supsp <.
D

Maéritelméa 3.0.17. Rajoitettua funktiota f: [a,b] — R sanotaan Riemann-integroituvaksi, jos

Talloin lukua

sanotaan funktion f Riemannin integraaliksi vilin [a,b] yli.
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Esimerkki 3.0.18. Olkoon f(x) = ¢ kaikilla x € [a,b]. Olkoon liséksi D = {zg,z1,...,2,} vilin

[a, b] jako. Nyt

n

Sp = Z(mk —xr-1) sup  f(x)

k—1 $€[$k_1,$k]

3

=Y clxp —xp1) = c(xy —x0) = c(b—a)

ja vastavasti

Sp = Z(xk: —ap-1) inf  f(z) =c(b—a).

P €T _1,7k]

Nyt siis 3
I=clb—a) ja I=c(b—a).

Téalloin f on Riemann-integroituva ja
b
/ f(z)dz = (b — a).

Esimerkki 3.0.19. Osoitetaan, ettd funktio f: [-1,1] — R,

1, kun —1 < x <0,
fx) =
-2, kuin0<ax < 1.

1
on Riemann-integroituva valilla [—1, 1] ja lasketaan / f(z)dz.
~1

Olkoon 0 < € < 1. Jaolle D = {—1,0,¢,1} on
Sp=10—(-1)+1le+(-2)(1 —¢)=—-1+3¢
ja
sp=10—(=1))+ (=2)e+ (-2)(1 —¢) = —1.
Taten kaikilla 0 < € < 1 on voimassa arvio

—1<sp<I<I<Sp=-1+3,

joten I = I = —1. Siis f on Riemann-integroituva ja

/llf(m) do = —1.

Huomaa: Epéjatkuva funktio voi siis olla Riemann-integroituva.

Esimerkki 3.0.20. Osoitetaan, ettd funktio f: [0,1] — R,

)1, xeQn]o,1],
f(’”)_{o, ze(R\Q)N0,1].

ei ole Riemann-integroituva.
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Olkoon D vilin [0, 1] jako. Jos 0 < a1 < 2 < 1, niin

sup  f(z)=1 ja inf  f(z)=0.

TE€[TK_1,Tk] €T _1,%8]

Edelleen

3

ja
Sp = ZO(SL’k — l’kfl) = 0,
k=1

joten I = 1 ja I = 0. Siten f ei ole Riemann-integroituva. (Funktio f on kuitenkin Lebesgue-
integroituva, Analyysi I11.)

Esimerkki 3.0.21. Funktio

1 .
T, x=-n=12...,

0, muulloin,

f:10,1] = R, f(x):{

on Riemann-integroituva ja epajatkuva joukossa {1, %, %, ... } (harjoitustehtévi). Riemann-integroituva

funktio voi siis olla epédjatkuva ddrettoméan monessa pisteessa.

Esimerkki 3.0.22. (jatkoa esimerkkiin 3.0.12) Jatketaan funktion f: [0,1] — R, f(z) = 2? tarkas-

telua. Olkoon D vilin [0,1] tasavélinen jako jakopisteind zx = £, k = 0,1,...,n. Silloin
— nn+1)2n+1) 1
I1<Sp= i
=D 6n° )
kun n — oo ja
(n—1n2n—-1) 1
kun n — oco. Lemman 3.0.16 nojalla I < I, joten ylli olevan nojalla
- 1
I=T=-.
3

Siis f on Riemann-integroituva ja

1
1

/ 2?dr = -.
0 3

Lause 3.0.23 (Riemannin ehto). Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja
vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen vdlin [a,b] jako D, ettd

Sp —sp <e.
Todistus. ”=": Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva. Olkoon £ > 0 ja
b
I= / f(z)dz.
Koska [ =T = i%f Sp, niin lauseen A.0.36 nojalla on olemassa sellainen Dy, etté
- € €
SD1<I+§=I+§.
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Edelleen I = I = sup sp, joten lauseen A.0.35 nojalla on olemassa sellainen Do, etté
D

9
spy>1—5 =1~

Olkoon D = D; U Dy. Lemman 3.0.13 nojalla Sp < Sp, ja sp > sp,, joten

DN ™

g £
SD—SDSSD1—8D2<I+§—I+§:€.

7<": Olkoon ¢ > 0. T&lloin on olemassa sellainen jako D, ettd
Sp —sp <e.
Lemman 3.0.16 nojalla sp < I < 1<8p, joten
0<I—-I<Sp—sp<e kaikillae>0.
Talloin I —I =0eli I = 1. O

Huomautus 3.0.24. Riemannin ehto on hyddyllinen, koska yla- ja alaintegraaleja ei tarvitse osata
laskea. Hyvét arviot yla- ja alasummille riittaviét.

Maéritelméa 3.0.25. Funktiota f: [a,b] — R sanotaan

(i) kasvavaksi, jos kaikilla z,y € [a, b] ehdosta x < y seuraa f(z) < f(y),
(il) wdhenevdiksi, jos kaikilla z,y € [a, b] ehdosta x < y seuraa f(z) > f(y),
(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai viheneva.

Esimerkki 3.0.26. Funktio

kunL<x§%,k:1,2,...,

1
:10,1] — R, —{® s
Fi0 SR, () {07 e

11

on monotoninen ja epéjatkuva joukossa {3, 3, ... }. Monotoninen funktio ei siis vélttamétta ole jat-

kuva.

Lause 3.0.27. Monotoninen funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on kasvava. Silloin
fla) < f(z) < f(b) kaikilla x € [a, b,
joten f on rajoitettu. Olkoon ¢ > 0 ja D = {xg,x1,...,x,} vilin [a, b] tasavilinen jako, jolloin

b—a

T — Tp—1 — .
n

Koska f on kasvava, niin

sup  f(z) = max f(z) = f(xx)

T€[TR_1,Tk] r€[rg—_1,7k]
ja
nf )= min f(x) = f(rea)

€[TR —1,Tk] rE€[TR—_1,Tk)
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Talloin

= PO o) — )
=0 m) - )
Siten
SD —Sp <¢g,
kun

(b— a)((8) — f(a))

3

n >

Riemannin ehdon nojalla f on integroituva.

Jos funktio f on vahenevi, viite todistetaan samaan tapaan. Vidhenevan tapauksen voi késitelld
myos kiyttamalld lausetta 3.1.1(i) funktioon —f = (—1)f, joka on kasvava. O

Lause 3.0.28. Suljetulla ja rajoitetulla valilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio f: [a,b] — R on
Riemann-integroituva.

Todistus. Lauseen 1.3.12 nojalla f on rajoitettu. Olkoon € > 0. Lauseen 1.4.5 nojalla f on tasaisesti
jatkuva valilld [a, b], joten on olemassa sellainen ¢ > 0, etté
€

7@ = f) <

kaikilla =,y € [a,b], |z — y| < §. Olkoon D vilin [a, b] jako, jolle

T — T <0 kaikilla k=1,2,...,n.

Weierstrassin lauseen (lause 1.3.14) nojalla funktio f saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa,
joten on olemassa sellaiset yy, 2, € [xx_1,xx], ettéd

flye) = max f(z)= sup f(x)

IE[kalvxk] Z‘E[J}k_l,z‘k}
ja
flz) = min f(zr)= _inf f(z).
z€[vp—1,71] T€[TK—1,7]
Nyt
. 5
sup  f(z)— inf f(x) = fly) — fz) < ,
TE[TE_1,7k] ze[xk—lvxk} b —Qa
silla
|yk — Zk| <Xk — Tp_1 < 0.
Nyt
Sp—sp =Y (wx—m)( s fl)~ il f(x))
k=1 T€[zp—1,Tk] €[wk—1,7]
£« €
< b_aZ(:vk—a:k_l) = —(b-a)=c
k=1
Viite seuraa nyt Riemannin ehdosta (lause 3.0.23). O
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3.1 Integraalin perusominaisuuksia

Lause 3.1.1. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Tdlloin
(i) jos a € R, niin af on Riemann-integroituva ja

/abaf(x)dx:a/abf(:c)dx,

(i) f+ g on Riemann-integroituva
b b b
[ U@+ ga@)de= [ fayde+ [ g
(i11) jos a < ¢ < b, niin f on Riemann-integroituva vileilld [a, c| ja [c,b], seki

[ rwar= [‘swars [ war

(iv) jos f(z) < g(x) kaikilla x € [a,b], niin

/abf(x) dz < /abg(x) dz,

(v) |f| on Riemann-integroituva ja

[ @] < [ena

Todistus. (i) Tarkastellaan funktiota af: [a,b] — R, (af)(x) = «a - f(z), missd a # 0 (tapaus
a = 0 on selvd). Olkoon D viélin [a, b] mielivaltainen jako. Silloin

n

Sp(af) = Z(-Tk — 1) sup  (af)(z)

k=1 TE€[TK—1,5]

= Z(wk —x5-1) sup af(x)
k=1 TE€[TK—1,7)]

= Z(% —zp—1)a sup  f(x)
k=1 r€[T)—1,Tk]

= QZ(xk, —x,_q) sup f(x)

€Ty 1,7k

= CYSD(f)

Vastaavasti sp(af) = asp(f).

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska f on integroituva, niin Riemannin ehdon (lause 3.0.23)
nojalla 16ytyy sellainen vélin [a, b] jako D, ettd

3

Solf) ~ sp(f) <
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Nyt

Sp(af) = splaf) = aSp(f) — asp(f) = alSp(f) = sp(f))

S
<ox-— =E€.
(0%

Riemannin ehdon nojalla o f on integroituva. Edelleen kaikilla ¢ > 0 pétee

b
[ at@)de < Soaf) =asn(r) <aso() + 2)
§a/bf(w)d3:+5.
Taten ) ,
/ af(:v)d:vga/ f(z)dx.
Toisaalta
b
a/ fz)dx < aSp(f) < a(sD(f) + 2) =splaf)+e
! b
§/ af(r)dr +e.
Siten

o [ 1@< [as@a,

joten yhtasuuruus pétee.

(i) Viitteen todistamisessa tarvitaan seuraavia aputuloksia: Olkoon A C [a, b], A # (). Téll6in

sup(f(x) + g(z)) < sup f(x) +sup g(z)

€A €A €A
. o .
inf (f(2) + g(x)) = inf f(2) + inf g(z).

Naistd ylemmén epéyhtélon todistus oli harjoituksen 1 tehtdvissa 5 ja alempi todistetaan vas-
taavasti.

Olkoon D vilin [a, b] jako, jolloin

Sp(f+g) = (xp —2p—1) sup  (f +g)(z)

TE[TR_1,Tk]

bl
3 3
—

<Sw-m)( s f@)+ s gw)

k=1 TE€[Tp—1,7x] T€[zp—1,2k]

n

= (wx—ap1) Y, sup  f(x)

1 TE[TK—1,7k]

N @ men) s glo)

€Ty 1,7k

= Sp(f) + Sp(9):

Vastaavasti saadaan
sp(f+9) > sp(f)+splg).
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Olkoon € > 0. Koska f ja g ovat integroituvia, niin Riemannin ehdon (lause 3.0.23) nojalla on
olemassa sellaiset jaot D; ja Ds, etté

SDl(f) _SDl(f) <

DO ™

ja

DO ™

SDQ(g) - SDQ(Q) <
Olkoon D = Dy U Ds. Silloin lemman 3.0.13 nojalla

Sp(f+g) —sp(f+g) <Sp(f) +Splg) —sp(f) —sp(g)
< SDI (f) - 8D1(f> + SD2<g) - SDz(g)

<f4f_o¢
2 2 7

joten Riemannin ehdon nojalla funktio f 4+ ¢ on integroituva. Lisdksi lemman 3.0.13 nojalla

/(ﬂ@+ﬂ@wdx§SMf+g%£&%ﬂ+Smw

< Sp,(f) + Spa(9) < sp, (f) + % +50.(9) +g

g/abf(x)dx—i-/abg(x)dx—i—a

ja

/ (f(x) +g(x))de > sp(f +g) = sp(f) +sp(g)

€ €
2 sp,(f) +50,(9) 2 Spi(f) = 5+ 5pal9) = 5
b b
> f(:c)dx—i—/ g(x)de — e
Téasta seuraa, etté
b b b
| @+ ga@nde= [ fayae [ goyas
Loput kohdat todistuksesta jatetédédn harjoitustehtaviksi. O

Maéritelma 3.1.2. (tdydennys integraalin mééritelméadn) Jos f: [a,b0] — R, a < b, on Riemann-

integroituva, niin asetetaan
a b
| f@de == [ fda
b a

/f(a:)da:zo, a<c<b.

ja

Huomautus 3.1.3. Seuraavat kaksi asiaa ovat mukana lahinné asiasta kiinnostuneille yliméaraiseksi
luettavaksi.

Riemannin alkuperédinen méaéritelmé poikkeaa hieman esittdméstdmme méaritelmésta 3.0.17: Olkoon
f:[a,b] = R rajoitettu ja D = {xg, z1,...,x,} vilin [a, b] jako. Merkitdén [ = [z5_1, zx] ja

|D| = max{l(Iy) =xp —xp_1 | k=1,2,...,n}
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Luku |D| on siis suurimman jakovélin pituus. Valitaan mielivaltaisesti \; € I; ja merkitdén
Sp(f;A) = Sp(fi A1, A2, An) = Z (1) f(Ar)
k=1

ja kutsutaan tétd funktioon f, jakoon D ja vektoriin A = (A1, Mg, ..., \,) liittyvéiksi Riemannin
summaksi. Silloin

sp < Sp(f,\) < Sp.

Madritelladn uudentyyppinen raja-arvo, kun jakoa tihennetéén: Luku I € R on funktion f Riemannin
summien raja-arvo

1= lim Sp(f,)),

D|—0

jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, etté
|SD(f7>\)_I| <€

kaikilla jaoilla D, joilla |D| < ¢ valittiinpa pisteet Ay miten hyvinsi. Voidaan todistaa, ettd f on
Riemann-integroituva jos ja vain jos raja-arvo

|D|—0

on olemassa. Talloin

b
/a flz)dz = |B|IBOSD(f’ A).

Téssé siis integraali méadritellidn summien raja-arvona eikd méadritelméssa tarvita supremumia tai
infimumia, mutta vaikeudet ”lakaistaan maton alle”.

Toisena mainittakoon, ettd Riemann-integroituvat funktiot voidaan karakterisoida ns. Lebesguen eh-
don avulla: Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja vain jos sen epdjatkuvuuspisteide
joukko on nollamitallinen. T&ta ei todisteta talla kurssilla.

Joukon A C R nollamitallisuus tarkoittaa sité, ettd jokaista € > 0 kohti on olemassa sellaiset avoimet
vélit |an, by[, n =1,2,..., ettd

A C Q]an,bn[ ja i(bn—an)<5.

Nollamitallinen joukko voidaan siis peittédé yhteispituudeltaan mielivaltaisen lyhyilld avoimilla valeilla.

Esimerkiksi @ on nollamitallinen. Téméa havaitaan tarkastelemalla jonoa, joka siséltédé kaikki ratio-
naaliluvut tdsmaélleen kerran. Aikaisemmin osoitettiin, ettd téllainen jono, eli bijektio Z, — @, on
olemassa. Merkitaén tété jonoa (g,), jolloin

Q= U{Qn}

Esimerkiksi jono

=
ol
S
=
=N
e
i
wl=
=l
=l

Wi
Wit
oo
N
=
s
—lot
—lot

=
=
[
[
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kay. Olkoon € > 0. Nyt

n=1
ja
0 e € > 2 > 1
Z (Qn + on+2 - <Qn - 2n+2>> - 82 n+2 - 52 on+1 <E.
n=1 n=1 n=1

Huomaa, ettéd vaikka rationaalipisteet ovatkin tiheéssé, ne voidaan peittad véleilld, joiden yhteenlas-
kettu pituus on mielivaltaisen pieni.

3.2 Analyysin peruslause

Perehdytéén seuraavaksi Riemannin integraalin ja derivaatan yhteyteen.

Maaritelma 3.2.1. Avoimella valilla méériteltyd funktiota f: Ja,b[ — R sanotaan derivoituvaksi
pisteessd xg € a,b[, jos raja-arvo

h—0

on olemassa. Jos f on derivoituva jokaisessa pisteessi x € ]a, b], niin funktiota f sanotaan derivoitu-
vaksi vililli |a, b[. T&lloin derivaatta maarittelee derivaattafunktion f': la,b[ — R. Jos f’ on jatkuva
vélilla |a, b, niin funktiota f sanotaan jatkuvasti derivoituvaksi vililld |a, b|.

Huomautus 3.2.2. (1) Derivaatan mééritelméssi on sisiltdd funktion raja-arvo (méaaritelma 1.2.1).
Sité ei voi laskea sijottamalla h = 0, silla silloin joudutaan %—tilanteeseen.

(2) Derivaatan mééritelmé voidaan myos kirjoittaa muodossa:

o) — 1 £@) = 0

T—T0 r — 2o

(3) Jos f on derivoituva pisteessd xp, niin f on jatkuva pisteessé xg:

f(x) = f(x0o)

tim (5(0) = fGao) =t LOZTED
= lim @) = fzo) lim (z — z0) = f'(z0) - 0 = 0.
T—x0 T — Xo T—1

Siis

T—T0

joten huomautuksen 1.3.6 mukaan f on jatkuva pisteessi x.

(4) Vaikka f olisikin derivoituva jokaisessa pisteessd = € R, niin derivaattafunktion f’ ei tarvitse
olla jatkuva.
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Esimerkki 3.2.3. Tarkastellaan funktiota f: R — R,
r?sin 4, kun z # 0,
fz) = v
0, kun z = 0.
Jos x # 0, niin
f(x) = 2xsin & + 2*(—227%) cos & = 2rsin L — 2 cos .

Olkoon sitten = = 0. Todistetaan, etta f’(0) = 0. Olkoon & > 0. T&lloin

f(h);f(m o] - ‘M‘ = [nsin 5| < 1hl < =

kun 0 < |h| < e. Voidaan siis valita 6 = ¢ funktion raja-arvon méaritelméssi 1.2.1, joten f’(0) = 0.
Siten derivaattafunktio on f': R — R,

2 T

;o\ )2wsin L — 2cos x%, kun z # 0,
fix) =
0, kun z = 0.

Raja-arvoa lir% f'(x) ei kuitenkaan ole olemassa, joten f’ ei ole jatkuva pisteessi 0. Lisdksi f’ ei ole
xr—

rajoitettu pisteen 0 ympéaristossé, joten f’ ei ole Riemann-integroituva vélilla [—1, 1].

Lause 3.2.4 (analyysin peruslause, osa I). Oletetaan, etti funktio f: [a,b] — R on Riemann-
integroituva ja asetetaan

F:lab — R, F(x):/zf(t)dt.

Tdlloin seuraavat ominaisuudet pdtevdt.

(i) Funktio F' on tasaisesti jatkuva vdlilld [a,b], erityisesti F' on jatkuva.

(i) Jos f on jatkuva pisteessi x € |a,b|, niin F' on derivoituva pisteessi x ja

Todistus. (i) Olkoot z, y € [a,b], ¢ > 0 ja M = sup |f(u)|. Oletetaan ensin, ettd z < y. Lauseen
3.1.1 kohtien (iii) ja (v) avulla saadaan

u€la,b]
/:f(t) dt — /ayf(t) dt‘ — /xyf(t) dt‘

g/ FOldt < My —2) = My — 2] <&,

|F(z) = F(y)| =

kun |z —y| < . Tapauksessa © > y saadaan vastaavasti

&
M+ 1
|F(x) — F(y)] < My — 2| <e,

Mi_ T Valitsemalla § = Mi_ 1

|F(x) — F(y)| <e kaikilla |z — y| <.

kun |z —y| < saadaan

Téten F on tasaisesti jatkuva vililld [a,b] (médritelmé 1.4.2) ja myds jatkuva vililla [a, b]
(huomautus 1.4.3 (2)).
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(ii) Jos F' on derivoituva pisteesséd x, niin

x+h x
t)dt — ) dt z+h
F'(z) = lim Jo SOt = ), SO im
h—0 h, h—0 h

1 x+h
Osoitetaan, ettd }Lin% E/ f(t)dt = f(x). Nyt

[ rwar- @) =[x [0 - s

1
< —
1]

[ s - swnar)

Koska f on jatkuva pisteessi z, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté
€
[f(@) = fO)] < 5, kun |z —1 <.

Jos 0 < |h| < 0, niin myds 0 < |z —t| < |h| < § ja siten

1 z+h 1 €
il e - e < g5 <e
Siten L peh
F’(x):}Lii%E/ ft)dt = f(z).

O

Huomautus 3.2.5. (1) Muista, ettd funktion f: [a,b] — R integraalifuktio on sellainen jatkuva

F:la,b] — R, ettd F'(z) = f(x) kaikilla z € |a,b[. Viite (ii) edellisessd lauseessa tarkoittaa,
etté jos f on jatkuva koko vélillé [a, b], niin F/(z) = [ f(t) dt on funktion f yksi integraalifunktio.
Lause antaa siis keinon maéérittdd annetun funktion integraalifunktio.

Vaikka lause 3.2.4 antaa funktion F' olemassaolon, niin aina tétéd ei pysty esittdméén helposti.
Esimerkiksi, jos f: [-1,1] = R, f(z) = e~*", niin lauseen 3.2.4 mukaan on olemassa sellainen
funktio F': [—1,1] — R, ettd F'(x) = f(x) kaikilla z € [—1,1]. Kuitenkaan tdmé& funktio

F(z) = / Tt at

1
el ole esitettavissa alkeisfunktioiden avulla.

Lauseen 3.2.4 jéalkimmaéisessa viitteessa integraali alkaa funktion f méadrittelyvalin alkupisteesta,
mutta tdmé ei ole valttdmatontd: Jos ¢ € Ja,b], ¢ < x < b ja lauseen 3.2.4 muut oletukset ovat

voimassa, niin N . N
/f(t)dt:/ f(t)dt+/ F(8) dt

(tapaus o < ¢ < b todistetaan vastaavasti). Téssé [ f(¢) d¢ on vakio muuttujan 2 suhteen, joten

o [ roa=os & [ r0a =P - s,
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Esimerkki 3.2.6. Tarkastellaan ns. Heavisiden funktiota f: [—1,1] — R, missi

0, kun -1 <2z <0,
f(z) =
1, kun0<z<1.

Télloin f on Riemann-integroituva vélilla [—1,1] ja

F(x):/jf(t)dt:{o’ kun —1 <z <0,

r, kun 0 <z <1.

Nyt F'(z) = f(z), kun = # 0, mutta F ei ole derivoituva pisteessd 0. Funktiolla f ei ole integraali-
funktiota.

Lause 3.2.7 (analyysin peruslause, osa II). Jos F': [a,b] — R on sellainen derivoituva funktio, ettd
F'(z) = f(z) kaikilla z € a,b]

ja f on Riemann-integroituva valilld [a,b] (valin pédtepisteissa f voidaan mddritelld miten halutaan),
nn

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Todistus. Olkoon € > 0. Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellainen vilin [a,b] jako D =
{zo,x1,...,2,}, ettéd

Sp(f) —sp(f) <e.

Viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen \; € |zy_1, zx[, ettd

F(xy) = F(rp-1) = F'(\) (0 — 2-1)
= f(M)(xp —2p1), k=1,2,...,n.

Nyt

Tésté seuraa, ettd

Toisaalta
Nyt
ja toisaalta

Siten

a

Koska tdmé pétee kaikilla € > 0, saadaan véite. ]
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Huomautus 3.2.8. Lause 3.2.7 antaa keinon laskea tiettyjen funktioiden integraaleja. Lause 3.2.7
esitetddn usein seuraavassa muodossa: jos f: [a,b] — R on jatkuvasti derivoituva, niin

o) = o)+ | " Py, (3.1)

Vilin padtepisteissé derivaatan arvoksi tulevat toispuoleiset derivaatat.

Esimerkki 3.2.9. Esimerkkejd lauseen 3.2.7 kiytosta.

/2 Ly 2 1+1 1
1 a2 . T 2 2

Lausetta 3.2.7 voidaan kiyttis, koska f: [1,2] — R, f(z) = % on (suljetulla vililld) jatkuva.

x2

1 1
1 1
/—2dx:/ S =—1-1=-2.
1T 1 x
1

Vastaus on jirjeton, silld 5 > 0, mutta integraali on negatiivinen. Nyt Lausetta 3.2.7 ei voida
kéyttdd, koska f: [-1,1] = R, f(x) = x—lg el ole integroituva.

Oikea kaytto:

Vidrd kaytto:

Esimerkki 3.2.10. (1) Yhtélod (3.1) ei voi kdyttééd epédjatkuville funktioille. Olkoon esimerkiksi

0, kun z <0,
1, kun z > 0.

f:0,1] = R, f(a:):{

Nyt f/(z) = 0, kun = # 0. Derivaattaa f'(0) ei kuitenkaan ole olemassa, eiki siten integraaleja
[E, f'(t)dt, kun = > 0. Toisaalta, jos f’(0) mééritellisin miten tahansa, niin [*, f'(t)dt = 0
kaikilla x € [—1, 1]. Erityisesti

f(=1) + / =0 £ 1= f0),

eikd yhtélo (3.1) ole voimassa.

(2) Yhtalo (3.1) ei vélttaméttd ole voimassa vaikka f olisi derivoituva jokaisessa pisteessi:

2 i 1
r°sin —, kun z #0,

JiR=R, f@):{O kun z = 0.

Tama esimerkki oli aikaisemmin esilla. Nyt f on derivoituva, mutta derivaatta f’ ei ole rajoitettu
pisteen 0 ymparistossi eikd f’ ole Riemann-integroituva. Téssa tapauksessa derivaatta [ ei ole
jatkuva pisteessa x = 0.

Todistetaan tdmén luvun lopuksi vield osittaisintegrointikaava. Sitd varten tarvitaan seuraava lemma.

Lemma 3.2.11. Olkoot f, g: |a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Tdlloin funktiot f? ja fg
ovat Riemann-integroituvia.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd f2 on Riemann-integroituva. Koska f on integroituva, se on rajoi-
tettu ja on olemassa sellainen M > 0, ettd |f(z)| < M kaikilla € [a,b]. Olkoon € > 0, jolloin
Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellainen vélin [a, b] jako D = {xq,...,z,}, ettd

Sp(f) —sp(f)

_ €
2M°
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Jos x, y € [x_1, 7], niin

(@) = £ w)l = 1f (@) = FWlIf (@) + f )l
[f(x) = f(y)I2M <2M  sup  [f(z) = f(y)]

T, YE€[Tp—1,71]

= 2M< sup  f(x)— inf f(y))

TE€[TK_1,Tk] YE[TK—1,Tk]
Kaytetaan tassd esiintyville sulkulausekkeelle merkintéaa cy, jolloin

f2(z) < 2Me + f2(y) kaikilla x, y € [xg_1, k]
= sup fi(z) <2Mcep + f2(y) kaikilla y € [zg_1, xk]

€[TR —_1,7k]
—  sup fiz)<2Mc,+ inf  fA(y).
z€[TK—1,7k] YE[TK_1,7k]
Titen sup f%(x) — inf  f*(y) < 2Mc¢;, ja saadaan
T€[TR_1,Tk] YE[Tp_1,2k]

Sp(f) = sp(f2) =Y Uwer, ) (_swp f@) = _inf )
k=1

TE[TK_1,Tk] YE[TK—1,2k]

< Ui, wr])2M e = 2M Y 1([wp-1, z4] e

oY U s f@)- _int ()

TE[TK—1,Tk] yE[zp—1,7k]

Riemannin ehdon mukaan funktio f? on integroituva vélilli [a, b].

Funktiota fg koskeva viite seuraa siité, ettd

f@)g(a) = 3((f(2) + g(2))* = (f(z) — g(x))?)

kaikilla z € [a, b]. Kdyttamalld funktioiden (f + g)* ja (f — g)? integroituvuutta seké lauseen 3.1.1
kohtia (ii) ja (i) saadaan jalkimmaéinen viite. O

Lause 3.2.12 (osittaisintegrointikaava). Oletetaan, ettiu, v: [a,b] — R ovat jatkuvia ja valilld |a, b|
derivoituvia funktioita ja ettd v’ ja v' ovat Riemann-integroituvia valilld |a,b] (vdlin pddtepisteissd
u ja v’ voidaan mdadritelld miten halutaan). Silloin

/ w(z)v' (z) de = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(z) dz.

Todistus. Madritellaan f: [a,b] — R, f(z) = u(z)v(z). Talloin
f(z) = u(x)v' (z) + ' (z)v(x) kaikilla = € Ja, bl.

Lemman 3.2.11 nojalla f on Riemann-integroituva valilla [a, b]. Lauseiden 3.2.7 ja 3.1.1 (ii) nojalla

10~ 50 = [ F@ar= [t [

mista viite seuraa. ]
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Luku 4

Epiaoleelliset integraalit

Luvussa 5 maééritelty Riemannin integraali toimii vain rajoitetuille funktioille, jotka on méadritelty
suljetulla ja rajoitetulla valilla.

Esimerkki 4.0.13. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) = \/LE Nyt f ei ole rajoitettu, eikd madirittelyvali
ole suljettu. Olkoon 0 < ¢ < 1. Koska f on integroituva vélilla [c, 1], niin voidaan tutkia raja-arvoa

1 1
1
li —dr =1 2¢y/x = lim 2(1 — = 2.
i [ ety 20 200
Huomaa, ettd kuvaajan rajoittama pinta-ala on luonnollista tulkita Riemann-integraalien rajana.

Olkoon f: [1,00[ — R, f(z) = \/ig Nyt f on rajoitettu, mutta méarittelyvili ei ole rajoitettu. Olkoon
¢ > 1. Koska f on integroituva valilld [1, ¢], niin voidaan tutkia raja-arvoa

C 1 C
lim / —dz = lim / 2v/z = lim 2(y/c — 1) = co.
c—0o Jq \/E c—oo /4 c—00

Maéritelmé 4.0.14. Olkoot a € RU{—o0}, b € R, a < b. Jos funktio f: ]a,b] — R on integroituva
vélin |a, b] jokaisella suljetulla ja rajoitetulla osavililld ja jos raja-arvo

lim /cbf(a:) dz

c—a+

on olemassa, niin sanotaan, etta epdoleellinen integraali f; f(z)dz suppenee ja mééritellddn

/abf(x)dx: lim /be(x)dx.

c—a+

Jos raja-arvoa ei ole olemassa, niin sanotaan, ettd epdoleellinen integraali f(f f(z)dz hajaantuu. Jos
a = —o00, niin merkinélla ¢ — a4+ tarkoitetaan, ettd ¢ — —oo. Télloin merkitaan

/_ f(z)dz = lim f(z)dz.

C——00
C

Josa € R, b€ RU{oo}, a < b, niin epdoleellinen integraali fab f(x) dr méaaritellidn samaan tapaan.

Esimerkki 4.0.15. (1) Suoraan saadaan

/ e "dr = lim e "dr = lim / —e fdr=1lim(1—e° =1
0 0

C— 00 0 C—00 C— 00
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(2) Lauseen 3.2.12 nojalla

o0 C 1 C
/ ze *dr = lim ze *dr = lim (—£ 4+ -+ / e )
1 c—oo fq c—00 e’ e 1

. ( c 1 1 1) 2
=lim|(——+-—F+—-—— | =-.
c—00 ec e e e’ (&

Lause 4.0.16. Integraali

suppenee, jos ja vain jos s < 1.

Todistus. Olkoon 0 < ¢ < 1. Jos s # 1, niin

1 1
1 1
/ x%dr = ot = (1—c'7%).
. 1—s/, 1-—s

Jos s < 1, niin

1 1
1_S(l—cl’s) =T kun ¢ — 0+,
ja integraali suppenee. Jos s > 1, niin
1
. (1—¢c"7*) — o0, kunc— 0+,
—s

ja integraali hajaantuu. Jos s = 1, niin
1 1 1
/ —d:p:/ Inx=—Inc— oo, kunc— 0+,
& x C
joten integraali hajaantuu. Siis fol # dx suppenee, jos ja vain jos s < 1.
Lause 4.0.17. Integraali
suppenee, j0s ja vain jos s > 1.

Todistus. Olkoon ¢ > 1. Jos s # 1, niin

“1 1 ¢ 1
—dz = / 2 = (c'=* —1).
1

s 1—35 1—s5
Jos s < 1, niin
1
. (c!™* —1) — 0o, kun c— oo,
— S
ja integraali hajaantuu. Toisaalta, jos s > 1, niin
1 1
(' —1) — ,  kun ¢ — oo,
1—s5 s—1

ja integraali suppenee. Jos s = 1, niin
c 1 c
/ —d:v:/ Inx =Inc— oo, kunc— oo,
1 27 1
joten integraali hajaantuu. Siis floo x—ls dx suppenee, jos ja vain jos s > 1.
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Maéritelmi 4.0.18. Olkoon a € RU{—o0} jab e RU {0}, a < b, seki d € |a, b[ kiinted. Olkoon
f: ]a,b] — R integroituva vilin |a, b jokaisella suljetulla ja rajoitetulla osavililld. Jos molemmat

epéoleelliset integraalit
d b
[ @ i [ @

suppenevat, niin sanotaan, ettd epéoleellinen integraali / f(z) dx suppenee ja sen arvoksi asetetaan

/f M_/f m+/f

Huomaa, ettéd pisteen d valinta ei vaikuta suppenemiseen eiké integraalin arvoon. Nain on sﬂla jos
jakopisteiné kiytetiin lukuja d; ja da, missi d; < ds, niin fad2 f(x)de = fadl f(z)dx + fd r)dx.
Téassd jalkimméainen integraali on tavallinen Riemannin integraali eikd se vaikuta suppenemlseen.
Maaritelméssé esiintyvén jalkimmaéaisen integraalin tapauksessa kidy vastaavasti.

<1
Esimerkki 4.0.19. (1) Milld arvoilla s € R integraali / — dx suppenee?
0o x°

Ratkaisu: Epéoleellisuus on seké ala- ettd ylarajalla. Kirjoitetaan

/—dw—/—dx+/ id:z:

1 00
1 1
Lauseen 4.0.16 nojalla / — dx suppenee, jos ja vain jos s < 1 ja lauseen 4.0.17 nojalla / —dzx
0 xS 1 xrs

<1
suppenee, jos ja vain jos s > 1. Siten integraali / — dz hajaantuu kaikilla s € R.
0 T

2) Tarkastellaan integraalia
2) . / et

Epéoleellisuus on sekéd ala- ettéd yldarajalla. Olkoon —1 < b < 0 < ¢ < 1. Télloin

/c = d /C I i in 1 i
—dr = arcsin z = arcsinc — arcsin 1 = —,
0o VvV 1-— 1‘2 0 2
kun ¢ — 1—, ja vastaavasti

0 0

1 T
—dzr = arcsine = —arcsinb — —arcsin(—1) = —,
/bx/l—x2 [ V=3

kun b — —1+. Siten
0

/11d 1d+/11d7r+7r
——dzr = ——dx ——dr ==+ -=n
V1 =22 V1 =22 0o V1—2a2 2 2
(3) Tarkastellaan integraalia / sinx dx. Nyt
0
C c
/ sinxdr = —/ cosx =1 —cosc.
0 0
Koska raja-arvoa
lim [ sinzdzx = lim (1 —cosc) =1 — lim cosc

C—00 0 C—00 C—00

o
ei ole olemassa, niin integraali / sin z dz hajaantuu.
0
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(4) Tarkastellaan integraalia / e “dz.

— 00

Esimerkin 4.0.15 nojalla integraali / e~ * dx suppenee. Toisaalta
0

0 0 0
/ e “dxr = lim e *dxr = lim / —e 7
C——00 C——00
— 0o (& c

= lim (e °—1) = o0,

C——00

0
joten / e~ *dz hajaantuu. Siten

o0 0 [ee)
/ e dx = / e *dx+ / e *dx.
oo NS 0

hajaantuu.

Huomautus 4.0.20. Yleisesti

/ f(z)dz # lim/ f(z)dz
[e’s) 0 o)
/ sinmdx:/ sinxdx—i—/ sinx dz
—00 —00 0

hajaantuu (ks. ylldoleva esimerkki), mutta

Esimerkiksi

c—oo [, c—00

lim [ sinzdr = lim / (—cosz) = 0.

[

Lause 4.0.21 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Olkoon a € R, b € RU{oo}, a < b ja olkoot funk-
tiot f, g: |a,b] — R integroituvia jokaisella vilin [a,b] suljetulla ja rajoitetulla osavdlilld. Oletetaan,
etti 0 < f(x) < g(x) kaikilla x € [a, b|.

b b
(1) Jos majomntti/ g(x) dx suppenee, m’z’n/ f(z)dz suppenee.

b b
(i) Jos minorantti/ f(z)dz hajaantuu, niin/ g(x) dx hajaantuu.

Huomautus 4.0.22. Muunlaisille epéoleellisille integraaleille majorantti- ja minoranttiperiaate muo-
toillaan ja todistetaan samaan tapaan.

Todistus. (i) Maéaritelladn kuvaus F': [a,b] — R asettamalla
= / f(z)dz kaikilla ¢ € [a, b].

Koska f(z) > 0 kaikilla x € [a,b[, niin F' on kasvava muuttujan ¢ funktio (harjoitustehtava).
Silloin

b
/ f(x) dx suppenee

c—b—

<= on olemassa hm F(c / flz)dz e R

<= I on ylhdalta rajoitettu (vertaa lauseeseen B.2.3).
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b
Nyt 0 < f(x) < g(z) kaikilla z € [a,b] ja integraali / g(x) dx suppenee. On siis olemassa
sellainen M € R, etté ‘

/ f(z)dz < / g(x)dx < M kaikilla ¢ € [a, b,

b
joten / f(z) dz on rajoitettu ja ylldolevan nojalla se suppenee.

(ii) Jos integraali f: g(z) dz suppenisi, niin kohdan (i) nojalla my6s integraali f; f(x) dx suppenee,
mika on ristiriita.

]
Esimerkki 4.0.23. Tarkastellaan integraalia
o0 671‘
dx.
I
Epéoleellisuus on seké ala- ettéd ylarajoilla, joten kirjoitetaan
e’} e ® /1 e 00 e "
—dx = —dx + / —dx
/0 VT o VT 1 VT
1 e—a: oo e—a:
ja tutkitaan erikseen integraaleja / —dz ja / —dz.
0 VT 1 VT
e 1
Olkoon ensin 0 < x < 1. Télloin e < e® = 1, joten 0 < < . Lauseen 4.0.16 nojalla integraali

Ve TV

1 1
1 e
/ —— dx suppenee, joten majoranttiperiaatteen nojalla myos integraali /
0 0

Nz Nz

—x

dz suppenee.

—T

1
Olkoon sitten x > 1. Talloin — < 1, joten 0 < ¢

Vi Vi

c c 1
/e‘xdx:—/ e?=el—e°— = kunc¢— oo,
1 1 e

—x

< e~ . Olkoon liséiksi ¢ > 1, jolloin

o0 o e
Siten / e~ *dx suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla / dz suppenee.
1 1

NG

67"2
dx suppenee.
\/E pPp

Edelldolevan nojalla /
0

Esimerkki 4.0.24. Tarkastellaan integraalia

o0 1
———dx.
/0 Vi +x4+1

E?pé,oleellisuu.s on i'n?egrc')imisvéu.li‘n‘yléirajalla. Pisteen 0 ympaéristossd funktiolle ﬁ el saada
riittdvan hyvid arvioita, joten kirjoitetaan

o 1 ! 1 o 1
/—dx:/—der/ S S
o Vri4+z+1 o Vri4+z+1 1 VrZi+ax+1
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Téssd ensimmaéinen osaintegraaleista on tavallinen integraali, joka suppenee. Tutkitaan jalkimmaéisen
integraalin suppenemista. Olkoon z > 1. Tallsin V22 + = + 1 < V322 = /3, joten
1 1 1
0<

i
IRV IRV I A |

11 1 [~1 . . . o .
= — — dx hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla
V3

——dz
1 \/§x

oo
dx hajaantuu. Siten myds integraali /
0

Lauseen 4.0.17 nojalla

o 1 1
/1 \/ﬁ \/ﬁ dx hajaantuu.
Maéritelmé 4.0.25. Olkoot a € R, b € RU{o0}, a < b, ja olkoon funktio f: [a,b] — R integroituva
vélin [a, b] jokaisella suljetuilla osavililla. Jos fab | f(z)| dz suppenee, niin sanotaan, etté epdoleellinen
integraali fabf(x) dx suppenee itseisesti.

Huomautus 4.0.26. Lauseen 3.1.1 (v)-kohdan nojalla |f| on integroituva vélin [a,b] suljetuilla
osavéleilla.

Itseinen suppeneminen mééritellidn muille epéoleellisuuden tyypeille (eli @ € R U {—o0}, b € R ja
a € RU{—o0}, b€ RU{oo}) vastaavasti, vertaa aiempiin médritelmiin.

Lause 4.0.27. Jos fabf(x) dx suppenee itseisesti, niin se suppenee ja

[ sl < [

—[f(@)] < fz) < [f(z)]

Todistus. Koska

kaikilla = € [a, b[, niin

0 < fla) +1f(x)] < 2|f(2)]

b
kaikilla = € [a, b]. Integraali / 2|f(x)| dr suppenee, joten majoranttiperiaatteen nojalla

b
/ (F(x) + | f(2)]) da

suppenee. Liséksi

joten fab f(x) dx suppenee. Talloin

/abf(x)d:v’ =

= lim

c—b—

c—b—

lim / f(x) dx‘ (raja-arvo on olemassa)

/ C f(x) dx) (raja-arvo on olemassa)
< Clilgl /ac |f(z)|dx (lause 3.1.1 (v))

b
= / |f(z)| dz (integraali suppenee itseisesti).
a
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Huomautus 4.0.28. Muunlaisille epéoleellisille integraaleille itseinen suppeminen mééaritelldin vas-
taavalla tavalla. Lisdksi lausetta 4.0.27 vastaava tulos péatee myos muille epéoleellisille integraaleille.

sin x

o
Esimerkki 4.0.29. Osoitetaan, etté integraali / dz suppenee, mutta ei suppene itseisesti.
1

Olkoon ¢ > 1. Osittaisintegroinnilla saadaan

[ c c 1
/ T e :/ cos e —/ (—cosx) (——2) dz
L@ . x 1 x

C
cos ¢ cos X
=cosl — — / dz.
1

Koska 0 < ’COSJ;

1
| < —, kun z > 1, niin majoranttiperiaatteen nojalla
x

[

COS T

‘dx

suppenee, joten lauseen 4.0.27 nojalla

suppenee. Tésta seuraa, etta

C : Cc
) sin x i cosc ) CcoS T
lim dz = lim (cos 1— ) — lim dz
c—00 1 €T c—00 C c—00 1 x2

> cosx
=cosl — -— dz,
1

T

*sinx
joten / —— dx suppenee.
1 x

Itseinen suppeneminen: Toisaalta

/ s1nx‘d zn:/k7r | sin z| A
n i k=) T

i ]sma:] ,
Z/k i Z ]{57'('/ 1)W|Slnm|dx
"L 2 1
;k—:;z% ~ o0,

kun n — oo, silld harmoninen sarja hajaantuu. Raja—arvoa

) sinz
lim

n—oo
™

‘dx

sinx

o
ei siis ole olemassa, joten integraali / dx el suppene itseisesti.
1

*® sinx

Esimerkki 4.0.30. Tarkastellaan integraalia / dx.

—0o0

X

Kirjoitetaan

* sinx “lging O sinz Lsina *sinzx
dx = dx + dz + dx + dx
e T o X 4T 0 T 1 T
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[o.¢]
x
ja tutkitaan erikseen osaintegraalien suppenemista. Edellisen esimerkin nojalla / —— dx suppe-
1 x

“lging

nee. Vastaavasti integraali / dx suppenee, silld kun ¢ > 1, niin

—00

/1 Sinxdx: _/C sinxdxz/c sin(—x) (—dz) :/Cydt.
. X R _1 - 1t

Kun 0 < |z| < 1, niin |sinz| < |z| (PM I), joten 0 < [#2£]| < 1. Majoranttiperiaatteen nojalla

integraalit
0 1
/ dx ja /
-1 0

suppenevat, joten lauseen 4.0.27 nojalla integraalit

O sinz . Lsing
dx ja dz
R 0 x

suppenevat. Koska kaikki osaintegraalit suppenevat, niin myos integraali /

—0o0

sin x sin x

dx

T €T

> sinx

dx suppenee.

Yhteenveto epéoleellisten integraalien suppenemistarkaste-
lusta

Tutkittaessa epéoleellisen integraalin suppenemista kannattaa noudattaa seuraavaa strategiaa:

(1) Tutki, missé ep#oleellisuudet ovat ja médrittele epdoleellinen integraali rajaprosessin avulla.
(2) Voidaanko rajaprosessissa olevat tavalliset Riemannin integraalit laskea auki?

(3) Onko integroitava funktio positiivinen? Kokeile majorantti- ja minoranttiperiaatetta vertailuin-

tegraaleina
1 00
1 1
—dx ja / —dx.
0o T° 1

(4) Jos integroitava funktio vaihtaa merkkidén, niin suppeneeko integraali itseisesti?

(5) Suppeneeko integraali jostain muusta syysta?
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Luku 5

Funktiojonot ja -sarjat

5.1 Pisteittidinen ja tasainen suppeneminen

Maéritelmi 5.1.1. Olkoon D C R jaolkoon f,: D — R, n =1,2,..., jono funktioita. Jos raja-arvo

lim f, (2)

n—oo

on olemassa jokaisessa pisteessi ' € D, niin funktiojonon (f,) sanotaan suppenevan pisteittdin
joukossa D. Funktiota

f:D—=R, f(r) = lim f,(x)
sanotaan jonon (f,) pisteittiiseksi raja-arvoksi eli rajafunktioksi joukossa D.
Esimerkki 5.1.2. Olkoon f,: [0,1] = R, f,(z) = 2™, n=1,2,... Osoitetaan, etti

0, 0<x <1,
1, z=1.

n—oo

lim f,(z) = {

Koska f,,(0) =0 ja f,(1) =1 kaikillan =1,2,..., niin
lim f,(0) =0 ja lim f,(1)=1.

n—oo

JosO<z<1jae>0,niin

1
|fo(x) =0 =2" <¢e, kunn> n—g,
Inz
joten
lim f,(x)=0.

Huomaa: Vaikka jokainen f, on jatkuva, niin rajafunktio f on epéjatkuva pisteessd = = 1:

lim lim f,(z) =0# 1= lim lin% fn(x).

r—1n—oo n—oo r—

Rajankéyntien jarjestysté ei siis saa vaihtaa.
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n

Esimerkki 5.1.3. Olkoon f,: [0,1] — R, fu.(z) = %=, n = 1,2,... Osoitetaan, ettd lim f,(z) =0
kaikilla « € [0, 1].

Olkoon ¢ > 0. Silloin

1
— < —<eg, kunn>-.
n n €

() = 0] =

Nyt f/(z) = 2" ! kaikilla z € [0, 1] (pdétepisteissi toispuoleiset derivaatat), joten edellisen esimerkin
nojalla

x”’ Cxm 1
—| =

lim f}(z) =

n—oo

0, 0z <1,
1, =z=1.
Huomaa: Vaikka jokainen f,, on derivoituva ja rajafunktio f on derivoituva, niin pisteessad z = 1
lim f)(z) =1%#0=(lim fn(x))/
Derivoinnin ja rajankdynnin jarjestysté ei siis saa vaihtaa.
Esimerkki 5.1.4. Olkoon f, : [0,1] = R, n=2,3,...,
n’x,
fulz) = ¢ —nP(z = 2),
0,
Osoita, ettd f(x) = lim f,(z) = 0 kaikilla x € [0, 1].

Sho3 |~ O
A A A
82 8 8
ANRAA
— 3pho3i=

Ratkaisu: Jos x = 0, niin f,(x) = 0 kaikilla n = 1,2,... jasiten f(x) = 0.
Olkoon 0 < z <1 ja e > 0. Talldin f,(z) =0, kun = > 2. Siten
|fu(z) =0 =0 <e, kunn > 2.

Huomaa: Rajafunktio f ja kaikki funktiot f,, ovat jatkuvia ja siten Riemann-integroituvia valilla
[0, 1], mutta rajafunktion integraali ei ole integraalien raja-arvo:

1 1
/ lim f,(zx)dz=0+#1= lim fo(z) da.
g Moo n— Jo

Integroinnin ja rajankaynnin jérjestysté ei siis saa vaihtaa.

Funktiojonon pisteittdinen suppeneminen on liian heikkoa jatkuvuuden, derivoimisen ja integroimisen
kannalta. Tahén tarvitaan vahvempi suppenemisen késite.

Maiéritelmi 5.1.5. Olkoot D C ACRja f,: A— R, n=1,2,..., jono funktioita. Jos

sup | fu(z) — f(z)| — 0, kunn — oo,
zeD

niin jonon (f,,) sanotaan suppenevan joukossa D tasaisesti kohti funktiota f: A — R.

Huomautus 5.1.6. Ellei joukkoa D erikseen mainita, niin D = A. Yleensd néin on. Ylldoleva
mééritelmé voidaan kirjoittaa myos seuraavassa muodossa: Jono (f,,) suppenee joukossa D tasaisesti
kohti funktiota f, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n., etta

|fu(x) — f(x)] <e kaikillaz € D jan > n..

Tama esitysmuoto poikkeaa pisteittdisen suppenemisen méaritelmésté siind suhteessa, ettd saman
luvun n. taytyy kelvata jokaiselle x € D.
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Esimerkki 5.1.7. Olkoon f,: [0,27] — R, f.(z) = sm(nx)’ n = 1,2,... Osoitetaan, ettd (f,)
n
suppenee tasaisesti kohti funktiota f(x) = 0 joukossa [0, 27].

Olkoon ¢ > 0. Silloin

sup |[fn(z) — 0] = sup
z€[0,27] z€[0,27]

~ <e¢,

sin(n:v)’ 1

n

kun n > % Siten 65[1312) | |fn(z) — f(x)] — 0, kun n — oo, ja suppeneminen on tasaista.

Esimerkki 5.1.8. Olkoot f,: [0,1] = R, fu(z) = 2™, n=1,2,... Nyt

flz) = lim f(z) =

n—oo

0, 0<x <1,
1, z=1.

Télloin
2" kun 0 <z <1,
() — fl2)] =
fula) - f(@)] {O’ o=
Koska sup z" =1 kaikillan =1,2,..., niin myos
0<z<1

sup |fu(z) — f(z)] =1 kaikillan € Z,.

0<z<1
Téten jono (f,,) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f valilla [0, 1].

Tasainen suppeneminen voi riippua myos méaéaritysjoukosta D. Tarkastellaan funktioita f,, joukossa
[0, %] eli olkoot f,: [0,3] = R, fu(z) =2", n=1,2,... Nyt f(z) = lim f,(z) =0 kaikilla € [0, 5]
ja
I\"
sup |fu(z) — f(x)] = sup z" = (—> < e,

xE[O,%] xE[O,%] 2

kun n >

. Siten sup |f.(z)— f(x)] — 0, kun n — oo, ja suppeneminen on tasaista valilli |0, %]
Z‘E[O,%]

In2

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jatkuvuus siilyy tasaisessa suppenemisessa.
Lause 5.1.9. Jos funktiot f,: D — R ovat jatkuvia kaikilla n = 1,2,... ja jono (f,) suppenee
tasaisesti kohti funktiota f joukossa D, niin rajafunktio f on jatkuva joukossa D.
Todistus. Olkoot xg € D ja € > 0. Osoitetaan, ettd olemassa sellainen § > 0, etté
|f(z) = f(x0)] < e kaikilla z € D ja |z — zo| < .

Jokaisella z € D jan € Z, on voimassa | f,,(z)— f(z)| < sup |fn(y)— f(y)|- Kolmioepéyhtilon nojalla
yeD

[f(x) = f(zo)| < |f(x) = ful@)] + | fulz) = ful@o)| + [ fu(20) — f(20)]
< 2335 |fa(y) = FW)] + | ful(z) = fulo)].

Koska suppeneminen on tasaista, voidaan valita sellainen n. € Z, ettd

sup | fn(y) — fly)| < % kaikilla n > n..
yeD
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Télloin erityisesti .
[f(@) = flzo)l <2 5+ [fu(2) = fa.(20)].

Koska f,. on jatkuva, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd
| fo () — fo(@0)] < g kaikilla = € D ja |z — zo| < 0.

Siten 5
f(x) = f(zo)| < § + % — ¢ kaikillaz € D ja |z — x| < 6.

]

Huomautus 5.1.10. Funktio f on jatkuva pisteessi xg, jos ja vain jos f(zg) = lim f(z). Edella

T—T0

osoitettiin siis, etté

lim Tim f,(z) = lim f(z) = f(zo) = I f,(z0) = lim lim £, (x),

T—T( N—00 T—x0 n—00 T—TQ
kun jono (f,,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f.
Esimerkki 5.1.11. Tarkastellaan funktiojonoa f,: [0,2] — R, f.(z) = e n=1,2,....Selviisti
jokainen funktio f,, on jatkuva vélilld [0, 2]. Lasketaan rajafunktio f: [0,2] — R, f(x) = lim f,(z).

Kun x = 0, niin f,(0) = 1 kaikilla n = 1,2,..., joten f(0) = 1. Kun 0 < = < 2, niin f(z) =

lim e ™ = 0. Siis
1, kun x =0,
J(x) = {0, kun 0 < x < 2.

Rajafunktio ei ole jatkuva, joten lauseen 5.1.9 nojalla suppeneminen ei ole tasaista vélilla [0,2].

Funktiosarjat, kuten lukusarjatkin, méaritelldén osasummien jonojen avulla.

Miéritelmé 5.1.12. Olkoon fi: D — R,k =1,2,..., jono funktioita ja olkoon S, (z) = > "7 _, fx(x),
n =1,2,... Jos raja-arvo lim S,(z) on olemassa jokaisella € D, niin funktiosarjan » -, fi(x)
n—oo

sanotaan suppenevan pisteittiin joukossa D. Funktiota

S:D—TR, S(x)= lim S,(x)

n—oo

sanotaan sarjan summafunktioksi joukossa D. Jos osasummien jono (.S,) suppenee tasaisesti joukossa
D, niin sarjan sanotaan suppenevan tasaisesti joukossa D. Summaa

Ru(x) = ) fu(z) = S(x) = Sy(x)

sanotaan sarjan (n:nneksi) jaannostermiksi.

Sarjan suppenemisen tarkastelussa riittda tarkastella jadnnostermié, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 5.1.13. Olkoot f,: D — R, k =1,2,... Tdllgin sarja ;- fr(x) suppenee tasaisesti joukossa
D, jos ja vain jos jadnndstermien jono suppenee tasaisesti kohti nollafunktiota joukossa D. Vastaava
vdite pdtee myds pisteittiisen suppenemisen tapauksessa.
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Todistus. Olkoon S: D — R, S(z) = > -, fe(z) sarjan summafunktio ja olkoot S, (z) vastaavat
osasummat ja R,(x) vastaavat jaannostermit. Koska

|S(x) — Sp(z)| = |Ru(z)| = |Rn(x) — 0] kaikilla z € D, (5.1)
niin lim S, (z) = S(z), jos ja vain jos lim R,(z) = 0 (vrt. huomautus 2.1.2 (2)). Téten pisteittaista
suppenemista koskeva véite pétee. Edelleen yhtélon (5.1) nojalla

sup |S(z) — Sy (z)| = sup |R,(x) — 0],
zeD zeD

miké antaa tasaista suppenemista koskevan viitteen. O

Lause 5.1.14. Olkoot funktiot fi,: D — R jatkuvia joukossa D kaikilla k € Z. Jos > 1o fu(x)
suppenee tasaisesti joukossa D, niin summafunktio S(x) on jatkuva joukossa D.

Todistus. Funktiot S, (z) = > _,_, fe(z) ovat jatkuvia kaikilla n = 1,2,..., ja jono (S,) suppenee
tasaisesti kohti summafunktiota S joukossa D. Lauseen 5.1.9 nojalla summafunktio S on jatkuva
joukossa D. ]

Lause 5.1.15 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, ettd funktioita fr: D — R, k =1,2,..., kohti on
olemassa sellaiset reaaliluvut ap, > 0, ettd

\fiu(@)| < ap  kaikilla x € D.

o [e.e]
Jos lukusarja > ay suppenee, niin funktiosarja Y fr(z) suppenee tasaisesti joukossa D.
k=1 k=1

Todistus. Koska |fx(z)| < ai kaikilla x € D, niin majoranttiperiaatteen nojalla sarja > |fx(z)]

k=1
suppenee kaikilla x € D. Siten sarja Y fr(z) suppenee, koska se suppenee itseisesti. Toisaalta, koska
k=1
Ra(@) = | 3 A < 3 @) < Y w
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

kaikilla x € D, niin

sup |R,(z)| < Z ar — 0, kun n — oo,
zeD

k=n-+1
SIER P 41 @Gk ON suppenevan sarjan jaannostermi. Siten (12,,) suppenee tasaisesti kohti nollafunk-
tiota, joten sarja Y .-, fr(z) suppenee tasaisesti joukossa D. O
s k
Esimerkki 5.1.16. Sarja C(;Sg( ;:E) suppenee tasaisesti joukossa D = [2,4]:
k=1 Z
Koska 2 <z < 4, niin
cos(kx) 1 1 1
‘ < < - —
k3x3 | = K3x3 — 8 k3
1 121
(majorantin ] tulee olla muuttujasta x riippumaton). Lauseen 2.1.14 nojalla sarja 3 > e suppe-
k=1
. . . . . . & cos(kx) e
nee, joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja > 15 suppenee tasaisesti vélilla [2,4].
k=1 T
= cos(kr)

Erityisesti lauseen 5.1.14 nojalla summafunktio S(z) = Z
k=1

e jatkuva vélilld [2.4].
T
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5.2 Jonon ja sarjan derivoiminen ja integroiminen

Téamén luvun alussa olleiden esimerkkien nojalla funktiojonon derivoinnin ja integroinnin jérjestysta
ei yleisesti saa vaihtaa rajankdynnin kanssa. Tésséd kappaleessa tarkastellaan niité liséehtoja, joiden
vallitessa tdmé jarjestyksen vaihtaminen on mahdollista.

Lause 5.2.1. Jos f,,: [a,b] — R,n=1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja jono (f,) suppenee tasaisesti
valilld [a, b] kohti rajafunktiota f, niin

’ lim f,(z))dr = lim bfn(:c) dz
/a <n—>oo ) =0 Ja

Todistus. Lauseen 5.1.9 nojalla rajafunktio f on jatkuva vililla [a, b]. Lauseen 3.0.28 nojalla jokaisella
n € Z, funktiot f, f, ja f, — f ovat Riemann-integroituvia vélilla [a, b]. Olkoon ¢ > 0. Koska jono
(fn) suppenee tasaisesti vélilla [a, b], niin on olemassa sellainen n., etta

sup |fn(x) — f(z)] < bL kaikilla n > n..
z€la,b] —a

Siten jokaisella = € [a, b] on voimassa
| fo(z) — fl2)] < bL kaikilla n > n,.
—a

Nyt

x)dx—/abf(x)dx =

kun n > n.. Siten lim fn ) dx —/ flx O]

n—oo

Lausetta 5.2.1 vastaava tulos pétee my0s sarjoille.

Lause 5.2.2. Jos f,: [a,b] = R, n=1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja sarja Y -, fr(x) suppenee
tasaisesti kohti summafunktiota S(x) valilld [a,b], niin S on integroituva vililli [a,b] ja

/abifk(x) dr = i/abfk(x) de

Todistus. Olkoon S, (x) = Y p_, fu(z). Koska jono (S,) suppence tasaisesti kohti summafunktiota
S(z) = 72, fr(x) vélilld [a,b], niin lauseen 5.1.14 nojalla S on jatkuva vililld [a, b]. Lisiksi lauseen
3.0.28 nojalla S, S, ja f ovat Riemann-integroituvia vélilla [a, b]. Siten lauseen 5.2.1 nojalla

b b
/ lim S,(z)dz = lim [ S,(z)dz = lim Z/ fr(x
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=1
Esimerkki 5.2.3. Laske summa Z ok

1 —
niin |2|¥ < ¥ kaikilla k € Z,. Sarja Yoo ¢ suppenee, joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja
> reo ¥ suppenee tasaisesti vililld [—c, ¢]; erityisesti vélilld [0, 1] C [—c, ¢]. Lauseen 5.2.2 nojalla

1 00
Ratkaisu: Olkoon h(x) = —— = Y 2%, kun |z| < 1. Olkoon liséiksi 3 < ¢ < 1. Kun z € [—¢,],
L k=0

3 1 >
dx = /xdx— /
/0 —x ;0 ZO Er1
_E: kl_ k
k:0k+12+ k:1k2

1
Siten Z T =In2.

Lause 5.2.4. Oletetaan, ettd jono (f,) jatkuwvasti deriwoituvia funktioita f,: [a,b] — R suppenee
pisteittdin kohti rajafunktiota f: [a,b] — R. Jos derivaattajono (f)) suppenee tasaisesti vdlilli [a, b)),
nitn f on derivoituva ja

f(x) = lim f!(z) kaikilla x € [a,b].

Todistus. Lauseen 5.1.9 nojalla rajafunktio g(x) = lim f!(z) on jatkuva ja siten integroituva. Lausees-

[ awar= [t fioa= tm [ g

kaikilla = € [a, b]. Analyysin peruslauseen osan II (lause 3.2.7) nOJalla

ta 5.2.1 seuraa, ettd

&fﬂwazn@—nw

kaikilla € [a,b] ja n € Z,. Tésté seuraa, ettd

[ awae=tim [ fierae = tim (0) = ) = £(0) - Fl@)

Analyysin peruslauseen osan I (lause 3.2.4) nojalla
f'(z) =g(x) kaikilla z € [a, 1],
toisin sanoen

L i i) = lim - fie).

dx k—oo k—oo dx

Vastaavasti funktiosarjan derivoinnille on voimassa seuraava lause.
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Lause 5.2.5. Oletetaan, ettd funktiot fi: [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia kaikilla k € 7. ja
etti sarjay_po fi(x) suppenee pisteittiin kohti summafunktiota S vililli (a,b). Jos sarja’y .- fr.(x)
suppenee tasaisesti vdlilli [a, b, niin summafunktio S on deriwoituva ja

d « = d
aka Zd— x)  katkilla x € |a,b].
k=1 k=1

Todistus. Olkoon S,(z) = Y ._, fi(z), jolloin S),(z) = >",_, fi(z). Oletusten nojalla funktiot S,
ovat jatkuvasti derivoituvia valilla [a, b] ja jono (.S,) suppenee kohti summafunktiota S valilla [a, b].
Lisidksi jono (S],) suppenee tasaisesti vélilld [a, b], joten lauseen 5.2.4 nojalla S on derivoituva ja

d
—th()—hm—S hmzdfk

dx n—oo n—oo AL n—00

Esimerkki 5.2.6. Osoita, etté

S 1
kak—l — G- kun |z| < 1.

Ratkaisu: Olkoot fi.: |—1,1[ — R, fe(x) = 2%, k =1,2,... Tallsin

> " filw) =2y o = % kaikilla || < 1.
— X
k=1 k=0

Valitaan sellainen 0 < ¢ < 1, ettd = € [—c,c]. Nyt fi(z) = kx*! ja |fi(z)] < k. Koska

kE+1)c" o0
(k;LT)f — ¢ < 1, kun k — oo, niin sarja > kc*~! suppenee suhdetestin (seuraus 2.2.13) nojalla.
c k=1

oo oo
Weierstrassin M-testin nojalla sarja Y fi.(z) = > kz*~! suppenee tasaisesti vililli [—c, ¢]. Lauseen
k=1 k=1

5.2.5 perusteella

00 B > q d & d &

:dix<1fx) - (1—195)2

kaikilla x € [—¢, ¢]. Kun |z| < 1 on annettu (kiinted) luku, voidaan valita sellainen ¢, etté |z]| < ¢ < 1,
o0

1
joten yll& oleva kaava Y ka*~! = e pétee kaikilla |z| < 1.
k=1 —
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Luku 6

Potenssisarjat

6.1 Potenssisarjan suppeneminen

Mairitelma 6.1.1. Funktiosarjaa

Zak(x — £L‘0)k, r € R,

00
k=0

missé kertoimet ap € R ja xyp € R, kutsutaan potenssisarjaksi. Lukua zy € R sanotaan kyseisen
sarjan keskukseksi. Tissd asetetaan (r — 20)° = 1 myds, kun x = x.

Huomautus 6.1.2. (1) Koska potenssisarjan osasummat ovat polynomeja, potenssisarja voidaan-
kin intuitiivisesti ajatella ”&dretonasteisena” polynomina.

(2) Jos zg = 0, niin potenssisarja on

[ee]
E akxk:ao+a1x+a2x2+'--
k=0

Usein tutkitaan vain tétéa tapausta, silld yleinen tapaus voidaan palauttaa tdhéan.
(3) Potenssisarjan suppeneminen riippuu pisteestd z. Kun x = xy, niin potenssisarja on
ap+0+0+---,

joten jokainen potenssisarja suppenee ainakin yhdessé pisteessa.

Esimerkki 6.1.3. (1) Geometrinen sarja Z 2% on potenssisarja, jonka summafunktio on
k=0
Zm =——, kun|z|<1.
1—=z
k=0

Kun |z| > 1, niin sarja hajaantuu. Sarja on funktion

fla) = —

C1l—x

potenssisarjaesitys, kun |z| < 1. Huomaa, ettd funktio on maédritelty kaikilla x # 1, mutta
sarjaesitys pétee vain, kun |z| < 1.
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(2)

Sarja
:Zk‘k$k=$+4$2+27$3+'”
k=1
suppenee, kun z = 0. Kun z # 0, niin S(x) hajaantuu, silli k*2* ei suppene nollaa kohti. Téten
sarja S(x) suppenee vain yhdessé pisteessa.

© _k
Milla luvun = € R arvoilla sarja Z Ii_ suppenee?

N of 2] _
Jim {7 = Jim {5 mﬁ‘i&% "

niin juuritestin (seuraus 2.2.18) nojalla sarja suppenee itseisesti kaikilla = € R.

Ratkaisu: Koska

ok
Milla z € R sarja Z % suppenee?
k=1

Ratkaisu: Koska lim vk = 1, niin

k—o0

lim { x—k‘ — Jim 42— g

ja juuritestin (seuraus 2.2.18) nojalla sarja suppenee itseisesti, kun |z| < 1. Kun |z| > 1, niin
sarja hajaantuu, silla % ei suppene nollaa kohti, kun £ — oo.

o (—1)*
Kun z = —1, saadaan vuorotteleva harmoninen sarja ( o joka suppenee Leibnizin lauseen
k=1
[e.e]
nojalla. Kun z = 1, saadaan harmoninen sarja > o joka hajaantuu.
k=1
o ok
Siten sarja ) s suppenee, jos ja vain jos —1 < x < 1.
k=1
Milla arvoilla x € R sarja Z 72 suppenee.
k=1
Ratkaisu: Koska
| a” o afF
lim —’ = lim = |z|,
k—o00 k2 k—o00 (\k/E)2

niin juuritestin (seuraus 2.2.18) nojalla sarja suppenee itseisesti, kun |z| < 1. Kun |z| > 1, niin
sarja hajaantuu, silla z—’; ei suppene nollaa kohti, kun k£ — oo.

[ee) _1 k
Kun x = —1, saadaan sarja 1;1 2

saadaan sarja ’; =k joka suppenee lauseen 2.1.14 nojalla. Arvot x = 41 saa késiteltyd myos

, joka suppenee Leibnizin lauseen 2.4.3 nojalla. Kun x =1,

samalla kertaa, silld t&lloin ’i—’;‘ = 1%2 ja sarja suppenee itseisesti.
o ok
Siten sarja Z suppenee, jos ja vain jos —1 <z < 1.

=1 k2

75



Lause 6.1.4 (Abelin lause). Jos potenssisarja

o0
Z ar(xr — xo)k
k=0

suppenee pisteessi x = x1 # Ty, niin se suppenee itseisesti jokaisessa pisteessi v € R, jolle
|z — xo| < |21 — 0]
Erityisesti sarja suppenee ndissd pisteissd x.
o0

Todistus. Koska Y axp(r; — x0)* suppenee, niin lemman 2.1.4 nojalla
k=0

lim ay(z; — z0)* = 0.
k—oo

Lemman B.1.10 nojalla on olemassa sellainen M € R, etta
M

— k <M <
lag(x1 — x0)"| < |ag| < |1 — @oF

kaikilla £ =0,1,2,...

Olkoon x € R sellainen piste, ettd |z — x| < |x; — x0|. Silloin

r—x k
|ap(z — 20)*| < |¢v—ﬂfo|k:M(u>

|21 — xo|*

|71 — o
kaikilla £k = 0,1, 2, ... Koska |2 = 2ol < 1, niin geometrinen sarja
|21 — o
S
= e — ol
suppenee ja majoranttiperiaatteen (lause 2.2.4) nojalla >~ |ax(x — z0)¥| suppenee. ]

k=0

o0
Z ag(z — xo)k
k=0

el suppene itseisesti pisteessd x = x1, niin se hajaantuu jokaisessa pisteessi x € R, jolle

Seuraus 6.1.5. Jos potenssisarja

|z — xo| > |21 — 0].

Todistus. Tehddédn vastaoletus: Y -, ax(z — xo)* suppenee pisteessi x, missd |z — x| > |21 — zo|.
Silloin Abelin lauseen nojalla > _.°  ax(z1 — z0)* suppenee itseisesti, mikd on ristiriita. O

Maiéaritelma 6.1.6. Potenssisarjan

o0
Z a(zr — xo)k
k=0

suppenemissdteeksi sanotaan lukua

R = sup{|x — x| ) Zak($ —x0)F suppenee}.

Tassa kédytetddn tulkintaa, ettd supremum on oo, jos joukko ei ole ylh&ilta rajoitettu. Jos R > 0,
niin vilid Jxg — R, x¢ + R[ sanotaan sarjan suppenemisviliksi.

76



Seuraava lause osoittaa, ettd suppenemissidteen méaéritelmé on jarkeva.

Lause 6.1.7. Olkoon R sarjan
Z ap(x — z0)F
k=0

suppenemissdde.

(i) Jos R =0, niin sarja suppenee vain, kun x = .
(i) Jos R = oo, niin sarja suppenee itseisesti kaikilla x € R.

(1ii) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee itseisesti, kun |x —xo| < R ja hajaantuu, kun |x—x¢| > R.
Todistus. (i) Tehdaén vastaoletus: sarja suppenee pisteessi x1 # . Silloin

R= sup{|x — To| ‘ Z ap(z — x0)" suppenee} > |z — xo| >0,
k=0

mik& on ristiriita.
(ii) Olkoon z € R. Koska R = oo, niin joukko
A= {y eR ‘ Zak(y — 20)" Suppenee}
k=0
ei ole rajoitettu. Taten on olemassa sellainen x; € A, etti |z — zo| < |21 — zo|. Koska 27 € A,

niin Y ag(z1 — 20)* suppenee, joten Abelin lauseen nojalla
k=0

[e.e]
Z ap(r — o)k
k=0

suppenee itseisesti.

(iii) Jos |z —xo| < R, niin luvun R mééritelmén nojalla on olemassa sellainen z, € R, etté |z —zo| <
o0

|21 — 20| < R ja Y agp(z; — x0)* suppenee. Abelin lauseen nojalla
k=0

[e.e]
Z ap(r — z0)F
k=0

suppenee itseisesti.

o0
Jos |z — x| > R, niin luvun R miéiritelméin nojalla > ay(x — z)* hajaantuu.
k=0
O
Huomautus 6.1.8. Kun |z — 29| = R, niin sarja voi supeta tai hajaantua. Tdmé vaatii aina ta-

pauskohtaisen tarkastelun, mink& nojalla potenssisarjan suppenemisalue on jokin vileistd [— R, R],
|-R,R[, [-R, R[ tai |- R, R].

Suppenemisside voidaan usein laskea helposti suhdetestin (lause 2.2.12 ja seuraus 2.2.13) tai juuri-
testin (lause 2.2.17 ja seuraus 2.2.18) avulla, kuten seuraava lause osoittaa.
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Lause 6.1.9. Oletetaan, etti ap # 0 kaikilla k =0,1,2,... Jos jompikumpi raja-arvoista

Qg

lim =R e RU{oo}, lim

1
k—o0 ,k/ |ak’ k—o0

on olemassa, niin tdmd raja-arvo on potenssisarjan

=ReRU {0}

Qr+1

Z ap(x — z0)F

k

oo
=0

suppenemissdde.

Todistus. Tarkastellaan ensin juuren raja-arvoa. Oletusten nojalla

|x—x0|

1z — | 7 0<R<oo,
klim Var(z — 20)k| = klim fo =140, R = o0,
—00 —00

Vlax] 00, R =0, x # x.

=}

Jos 0 < R < oo, niin juuritestin (seuraus 2.2.18) nojalla sarja

oo
> lar(e — z0)*|
k=0

suppenee, kun %|x — o] < 1, ja hajaantuu, kun %|x — 9| > 1.

Téten sarja suppenee itseisesti, kun |z — 29| < R. Jos |z — x| > R, niin R < |21 — zo| < |z — x|
jollakin z; € R. Ylldolevan mukaan sarja ei suppene itseisesti pisteessd i, joten seurauksen 6.1.5

nojalla se hajaantuu pisteessi . Sarja siis hajaantuu kaikilla |z — x¢| > R. Suppenemissidde on néin
ollen R.

Olkoon R = oo ja x € R. Tallsin on olemassa sellainen kg, etté
1
Vae(z — z0)*| < 5 Kaikilla k> ko,
joten sarja suppenee itseisesti juuritestin (lause 2.2.17) nojalla, ja suppenemisside on oo.

Olkoon R = 0 ja x # . T&lloin on olemassa sellainen kg, ettd

V0ag(x —z0)*| > 1 kaikilla k > k.

Lauseen 2.2.17 nojalla sarja
[e.e]
Z ap(x — z0)F
k=0
ei suppene itseisesti, ja seurauksen 6.1.5 nojalla suppenemissidde on 0.

Osamaéaériille péitee vastaavasti

=zl g« R <0
g (= m)*H i 12— %ol o |
lim — | = lim ——— = {0, R = oo,
k—ool ay(x — x0) k=00 ‘Kkﬂ‘ 00 R=0,z+#x
3 D 0-

Todistuksen loppuosa menee vastaavasti kuin juuren tapauksessa, nyt vain sovelletaan suhdetestia
(lause 2.2.12 ja seuraus 2.2.13). O
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Huomautus 6.1.10. Lauseen 6.1.9 raja-arvot eivédt aina ole olemassa, mutta yleisesti suppene-
missédde voidaan mééaritelld asettamalla

oo]  (Cauchy-Hadamard).

€ o,
" lim Sup v/ |a;€

k—o0

Tama on aina olemassal

Esimerkki 6.1.11. (1) Geometrinen sarja Y. z¥ suppenee, jos ja vain jos |z| < 1. Nyt a, = 1
k=0
kaikilla k, joten suppenemissédde on 1.

(2) Sarjan
o0 oo 1

1
kertoimet ovat ay = o kaikilla k& (sopimus: 0° = 1), joten

1 1
= =k — o0, kunk — oo.
Vel ¥/ L
kk
Suppenemissidde on siten oo, ja sarja suppenee itseisesti kaikilla x € R.
(3) Sarjan
Z k"
k=0
kertoimet ovat a; = k! kaikilla k& (sopimus: 0! = 1), joten

!
k1

ag

— 0, kun k — oo.

Af+1
Suppenemisside on 0 ja sarja hajaantuu kun x # 0.

(4) Potenssisarja 2 + x + 222 + 23 + 22* + - - - on muotoa

o

S,

k=0
missa

1, kun k on pariton,
ar =
g 2, kun £ on parillinen.

Nyt

Vlap] < V2 kaikilla k= 1,2, ..,

joten klirn \/ lax| = 1, ja suppenemissidde on 1. Huomaa, ettéd lauseen 6.1.9 osaméératulos ei nyt
—0Q

toimi, silla

2, kun k on parillinen,

= 1 .
{5, kun £ on pariton,

Qg

Qr+1

joten raja-arvoa lim ‘“—’“’ ei ole olemassa.
k—oo! k+1
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6.2 Potenssisarjan summafunktion ominaisuuksia

Olkoon R > 0 potenssisarjan
Z ap(x — z0)F
k=0

suppenemisside. Téassa luvussa tarkastellaan potenssisarjan summafunktion
(o]

fileo—Rao+ R — R, f(z)= Zak(ﬂf—xo)k
k=0

ominaisuuksia.
Lause 6.2.1. Potenssisarja Y e, ax(® — x0)* suppenee tasaisesti jokaisella vililli [xg — 7, z0 + 7],
missi 0 < r < R. Sarjan mddrittelemd funktio f on jatkuva valilli |xg — R, o + R|.
Todistus. Jos © € [xg — r, o + 7], niin
(2 = 20)*| = larllz — @o|" < Jax|r".

Koska x¢ +1r € Jzg — R, 2o + R[, niin sarja suppenee itseisesti, kun x = x¢ + r. T&lloin ay(z — z0)* =

air*, joten
[e.e]
> fax|r*
k=0
o0

suppenee. Weierstrassin M-testin (lause 5.1.15) nojalla sarja Y ax(x—x¢)* suppenee tasaisesti vlilla
k=0
[xg — r, 2o + r|. Funktion f jatkuvuus seuraa lauseesta 5.1.14. O

Kun potenssisarja derivoidaan termeittédin, saadaan potenssisarja

Z kap(x — o)1
k=1

Tutkitaan seuraavaksi tdmén sarjan ominaisuuksia.

Lause 6.2.2. Termeittiin derivoidun sarjan suppenemisside on sama kuin alkuperdisen sarjan.

Todistus. Olkoon R alkuperiisen sarjan suppenemisside ja R’ termeittdin derivoidun sarjan suppe-
nemisséde.

Osoitetaan ensin, ettd R’ < R. Jos R’ = 0, niin véiite on selvid. Oletetaan, ettd R’ > 0. Jos x; €
|zo — R, z9 + R'[, niin

Z \kag(z1 — 20)" Y
k=1

suppenee. Koska
|ar(z1 — 30)*| < kla(zy — 0)*| = |21 — @ol|kak(z1 — z0)* ]

kaikilla £ = 1,2, ..., niin majoranttiperiaatteen nojalla myos

o
D law(zr — )|
k=0
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suppenee. Siten sarja suppenee itseisesti kaikilla x; € Jxg — R, 29 + R'[, joten R > R'.

Osoitetaan vield, ettd R < R'. Jos R = 0, niin véiite on selvd. Oletetaan siis, ettdi R > 0. Jos
x1 € Jzg — R, xo + R|, niin valitaan sellainen r, ettd |z; — xo| < r < R. Sarja suppenee, pisteesséi

T = x9+ 1, joten
oo
E akrk
k=0

suppenee. Siten on olemassa sellainen M, etté
lag|r® < M kaikilla k = 0,1,2,...
Téalloin

|kay(x1 — xg)k’1| < —k
r

_ k—1
M (M) kaikilla k = 1,2, ...
T

Sarja
SIES
r
k=1

|1 —o|

suppenee, silld sarjan >, | kz*~! suppenemissiide on 1 (ks. lause 6.1.9 tai esimerkki 5.2.6) ja <
1. Majoranttiperiaatteen nojalla myos

> Jka(zy — o)

k=1
suppenee kaikilla z; € Jzg — R, xo + R[, joten R’ > R. ]

Jos potenssisarja integroidaan termeittéin, niin saadaan potenssisarja

— k+1
D)t =
prt k+1

T z t — k+1
/ ap(t — o) dt = ak/ (t = 20) T (z — 20)"™.
T

” k+1  k+1

Q-1

k

1

o0
(x — xo)k,
k=

silla

Kun integroitu sarja derivoidaan termeittdin, niin saadaan alkuperéinen sarja, joten lauseen 6.2.2
nojalla integroidun sarjan suppenemissidde on sama kuin alkuperéisen.

Lause 6.2.3. Jos

o0

filro—Rao+ R[— R, f(z) :Zak(x—xo)k7
k=0

missd R > 0 on potenssisarjan suppenemisside, niin funktio f on deriwoituva vililli |zg — R, o + R]
ja se voidaan deriwoida termeittdin eli

f(x) = Z kay(x — o)1

Lisdkst se voidaan integroida termeittdin eli

/ feyde =3 (o =)
zo k=0

Kaikilla ndilld potenssisarjoilla on sama suppenemisside R.
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Todistus. Suppenemisséteitd koskevat viitteet seuraavat lauseesta 6.2.2 ja viitettéd edeltavésta huo-
miosta.

Olkoon summia koskevia véitteitd varten = € Jxg — R, zo + R[. Valitaan sellainen r, ettd |z — zo| <
r < R. Lauseen 6.2.1 nojalla sarjat suppenevat tasaisesti valilla [zq — 7, z¢ + r|. Ensimméinen viite
seuraa lauseesta 5.2.5 ja toinen lauseesta 5.2.2. ]

Huomautus 6.2.4. Edellisen lauseen nojalla potenssisarjoja voidaan siis derivoida ja integroida
kuten polynomeja. Lauseen 6.2.3 tulos pitee myos madrddamittomiélle integraalille (antiderivaatalle):

/f dx—C’—i—Zk (z — 20)",

missé C' on integroimisvakio.

1
Esimerkki 6.2.5. Olkoon f: | —1,1[— R, f(z) = o2 Geometrisen sarjan summakaavan nojalla
x
(suhdelukuna —x)
fla) =Y (=o)F =) (~1)'*
k=0 k=0
Nyt kaikilla || < 1 on voimassa
——dt= —1)FtF dt = —1’“/ thdt
[ /OZH > v f
k=0 k=0
k41 2 3
x ¢ x
IS (e
par kE+1 2 3
Koska / —— dt = In(1 + z), niin saadaan uusi potenssisarjaesitys
o0 k+1 2 3
x x° oz
In(1 =) (=1 =r—-=+=—.. <1
RN e Bt R ST
Sijoittamalla ylldolevaan sarjaan x = —1 saadaan harmoninen sarja, joka hajaantuu. Vastaavasti
x = 1 antaa alternoivan harmonisen sarjan, joka suppenee. Osoitetaan, ettd ylldoleva summa pétee
myos, kun z = 1 eli ettd alternoivan harmonisen sarjan summa on In(l + 1) = In2. Jokaisella
n=2,3,... pitee
1 n—1 _Hn
R (—f;)k 4 ( )
1+t 1+t

Téssé oikealla puolella olevassa summassa on dédrellinen méadra termejé, joten integroimalla valin
[0, 2] yli saadaan jokaisella = > —1

n—1 kxk‘-i-l T tn
n(1 Loge 1 _q)n dt.
) / 141 :0( Vil )/0 1+

Taten

(ni(— —ln(l—l—x)’:’/oz " dt(.

1+1
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Osoitetaan, ettd kun x = 1, téssd esiintyvén integraalin raja-arvo on 0, kun n — oo (vastaava
paattely patee muillekin x € |—1,1]). Integraalissa 1 +¢ > 1 ja saadaan

‘ dt‘g Q= —0,
o 1+t 0 n+1

kun n — oo. Téten sarja suppenee myos pisteessd r = 1, ja

>4

k=1

In(1+1) =In2.

Seuraus 6.2.6. Lauseen 6.2.3 tilanteessa funktio f on mielivaltaisen monta kertaa jatkuvasti deri-
voituva vililli |xg — R, xo + R| ja

F™ (o) = nla, kaikillan =1,2,. ..
Todistus. Lauseen 6.2.3 nojalla

(x) = Z kap(z — x0)" " kaikilla |2 — 20| < R,
= k(k = Day(z — 20)"*  kaikilla |z — zo| < R.
Induktiolla saadaan, etté kaikilla n € Z, patee

= k(k=1)---(k—n+ Dag(z — z0)*",

kun |z — x¢| < R. Sijoittamalla x = x, saadaan

f™(zo) =n(n—1)---1-a, = nla,.

Seuraus 6.2.7. Jos potenssisarjat

x):Zak(x—xo)k ja gz Zbk x — x0)"
k=0

suppenevat ja esittdvdt samaa funktiota jossain pisteen xo ympdristossd, niin ap = by kaikilla k =
0,1,2,...

Todistus. Oletusten mukaan on olemassa sellainen r > 0, ettd f(z) = g(z), kun x € |xg — r, 29 + 7[.
Talloin f'(z) = ¢'(x) kaikilla x € Jzg — 1,20 + 7[ ja erityisesti f'(zg) = g '(z9). Vastaavasti ndhddén,
ettd f"(x) = g”(:z:) kaikilla © € Jzg — 7,20 + 7[ ja erityisesti f”(x¢) = ¢”"(x¢). Induktiolla néhd&én,
ettd f((2q) = g™ (z0) kaikillan = 0,1,2,... ja siten

n! n!
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o
Edellisen lauseen nojalla potenssisarja f(z) = > ap(x — z0)* voidaan (suppemisvililliin) esittii
k=0

muodossa

£ (2
f) =3 e

Tata esitysta kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteessi .

B 1
142

Esimerkki 6.2.8. Olkoon f(x) kun z € ] — 1,1[. Laske f(90(0).

Ratkaisu: Geometrisen sarjan summakaavan nojalla (suhdelukuna —z?)

= S5t = S5
:1_x2+x4_...+<—1)kx2k+...

Funktion f 100. derivaatta pisteessd 0 on f(1°9(0) = 100!a;9o = 100!(—1)>° = 100!.

Huomaa: Funktio f on mééiritelty koko reaaliakselilla, mutta sarjaesitys pétee vain vélilla |—1, 1[.
Funktiolla f ei voi olla potenssisarjaesitysti koko reaaliakselilla, silld sen pitéisi olla sama sarja vélilla
]—1,1] ja seurauksen 6.2.7 ja ylldolevan nojalla sarjan pitéisi olla >, (—2%)* koko reaaliakselilla.
Téami on mahdotonta, silld sarja hajaantuu, kun |z| > 1.

Liséksi integroimalla sarja vilin [0, z], |z] < 1, yli saadaan

x 1 x oo x
/ dt:/ Z(—l)kt%dt:Z(—l)k/ t2F dt
2
o 141 0 k=0 k=0 0
00 x2k+1 1’3 1.5
— —1)k —p
>_(=1) 1 T3

|
Toisaalta / e dt = arctan z, joten saadaan Taylorin sarja
0

00 L a2k I
arctanz = -1 =r— ==+ —=—... x| < 1.
kZ:O( ) 2k+1 3 * 5 el
& (=Dkx o . .
Kun z = +1, saadaan sarja ) , joka suppenee Leibnizin lauseen nojalla. Kuten funktion
=0 2k +1

In(1 + z) tapauksessa, pisteissid x = +1 saadaan

T T o 1
dt‘g [t[20 dt = 0,
0 1412 0 2n + 1

kun n — oo. Siten sarja suppenee myo0s pisteessi © = £1, ja

‘n—l (—1)k$
2k +1

— arctan x’ =
k=0

i( L a2
arctanr = —1) kaikilla —1 < x < 1;
— 2k +1

erityisesti

L— — (-1
Z —arctanl :;0216—1-1'
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1
Esimerkki 6.2.9. Olkoon f: |-1,1] = R, f(z) = T2 Geometrisen sarjan summakaavan nojalla
(suhdelukuna x)

oo
= E l‘k’
k=0

joten lauseen 6.2.3 mukaan kaikilla |z| < 1 pétee

gkxk_l = fl@) = %(125) (1—1:1:)2’
ik(k_ Dt = f"(x) = di<(1 —13:)2> e —23:)3’

i(k?+n)!xk:ik(/{;_m...(k_nJrl)xkn: n!

Esimerkki 6.2.10. Olkoon f(z) = In(1 + 22), z € ]—1, 1[. Laske £(010(0).

= (—1)*
n(l+x) Z( oM kun 2] < 1.

Talloin kaikilla |x| < 1 on voimassa

8
~
=)
o0

f(2) =In(1 + 2?)

k=0

1
:O+0-:B—|—1-:v2—|—0-:v3—|—(—§)-x4+...

Seurauksen 6.2.6 nojalla
f(2010) (0) = 2010! a2010,
(_1)1004 1

issé t in 22019 k in. Jos 2k +2 = 2010, niin £ = 1004. Sit = =
missé asg1g on termin x erroin. Jos 2k + , niin iten asg1g 100451~ 1005

2010'
Lo £(2010) () —

k
Esimerkki 6.2.11. Olkoon f: R — R, f(z) = Z % Sarjan suppenemisside on oo ja se suppenee
k=0

kaikilla z € R (harjoitustehtévi). Nyt

Mg

ro-p(E5)-E 50

e
Il

0

Itse asiassa f(z) = e (ks. harjoitukset; tdmé voidaan ottaa eksponenttifunktion mééritelmaksi).

Koska tehtévin sarja suppenee kaikilla x € R, niin lemman 2.1.4 nojalla hm % = 0 kaikilla z € R.
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Jos annettu funktio f on ddrettémén monta kertaa derivoituva jossakin pisteen zy ympéristdssé, niin
voidaan muodostaa sarja

< £ (g .
Z / k(! )(.7: — ) (6.1)

k=0

ja tutkia, milloin sarja (6.1) suppenee ja, jos sarja (6.1) suppenee, niin onko f(z) = Z f(k)(xo L (z—10)F.

Taylorin lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta. Sitéd ei todisteta talld kurssilla.

Lemma 6.2.12 (Integraalilaskennan véliarvolause). Jos funktio f: [a,b] — R on jatkuva ja funktio
g: [a,b] — R on Riemann-integroituva seki g(x) > 0 kaikille © € [a,b] (tai g(x) < 0 kaikilla
x € [a,b]), niin on olemassa sellainen ¢ € |a, b[, ettd

/f ﬂ@l%@mﬂ

Lause 6.2.13 (Taylorin lause). Jos f on (vihintdin) n + 1 kertaa jatkuvasti derivoituva vdililld
lxo — R,z0 + R[, R > 0, niin

n ) (g
f@) = 3 )t )
missd f(“ﬂ)(g) .

ja ¢ € Jwo, x[ (tai ¢ € |z, 2o]).

Todistus. Osoitetaan ensin induktiolla luvun n suhteen, ettd funktion f esitys pétee jadnnostermilla
1 x
7)== / FOFD@) (2 — )™ dt. (6.2)
n!

Kun n = 0, niin analyysin peruslauseen osan II (lause 3.2.7) nojalla

1) = f(xo) /f

Oletetaan sitten, etté (6.2) pétee jollakin n € Z, . Osittaisintegroimalla (lause 3.2.12) saadaan

mm—%/ﬁwwwww%t

1 ‘ n x_tn+1 n n

o

= ﬁf(nﬂ)(xo)(x _ xo)n+1 + Rn+1(x).

Téten (6.2) pétee kaikilla n € Z,.

Oletetaan, ettd x > z(. Silloin integraalilaskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen
¢ € |xg, x[, etté

/:c f(n-s—l)(t) (x —t)"dt = f(n+1)(C) /m@ o

_ ) (x ; j_ginﬂ_

Tapaus = < z( saadaan vastaavasti. O
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1
Esimerkki 6.2.14. Olkoon f: |—1,1[— R, f(x) = ——. Geometrisen sarjan summakaavan nojalla

11—z
(suhdelukuna x)
n n+1
f@) =Y ah + 17— = Sulw) + Rula),
k=0 -
missé .
Sp(z)=14z+2°+---+2" ja R,(z)= f—x'

Jos |z| < 1, niin R, (z) — 0, kun n — oco. Jos || > 1, niin R, (z) ei suppene kohti lukua nolla, kun
n — 0o.

Seuraus 6.2.15. Jos funktio f on ddrettomdn monta kertaa derivoituva vililld |zg — R, xo + R[, niin
silld on potenssisarjaesitys talld vdlilld, jos ja vain jos

lim R,(z) =0 kaikilla x € |xg — R, xo + RJ.

n—oo

Todistus. ”<": Jos lim R,(x) = 0, niin lauseen 6.2.13 nojalla

n—oo

k!
k=0
=" Jos -
flx) =) ar(r —x0)F,
k=0
niin seurauksen 6.2.6 nojalla
(k)
g = f (Io)
k!
Koska sarja suppenee, niin lauseen 6.2.13 nojalla
n o f(k)
lim R,(x) = lim <f(:l;) — / k(‘x >(q: — Zo) ) =0
k=0

Esimerkki 6.2.16. Olkoon f: R — R, f(z) = €®. Koska f®)(0) = ¢® = 1 kaikilla k = 1,2,.. ., niin
Taylorin lauseen nojalla

e’ = J;_' + Rn(x)a
k=0
missé,
Rale) = —S—am 0 <[] <ol
n\L) = € ) x|.
(n+1)!
Tasta saadaan arvio
0 < |Ry(x)] < elfl 2"
()| < el ———— |
- (n+1)!
Koska lim %+ = 0 kaikilla y € R, niin
n—oo 1!
n+1
lim el®! i =0
n—00 (n+1)!



ja siten my6s |R,(z)| — 0, kun n — oo. Seurauksen 6.2.15 perusteella

k .TQ 133

e :Z—':1+x+§+§+...

e 1 S~ e%o
e’ = e = ™ Z E(x — z)* = Z ﬁ(-’f — )",
k=0 k=0

ja edelleen (huomaa, etta %(eIQ) = 2ze®”)

0 2x2k+1 513'7
2re” =) o :2x—|—2x3—|—$5+§+---
k=0

Esimerkki 6.2.17. Kaikkia mielivaltaisen monta kertaa derivoituvia funktioita ei kuitenkaan voida
esittda potenssisarjana.

Osoitetaan, etta funktiota
e’%, x>0,
0, r <0.

frlR—HR,f(fv):{

ei voida esittaé potenssisarjana keskuksen zo = 0 ympéristossi. Jos < 0, niin f'(x) = 0. Jos z > 0,
niin

, 11 6_%
f (x‘) = € =z P = x2 .
Pisteessd x = 0 toispuoleisille derivaatoille pétee
lim M = lim 0 =0
z—0— xr — 0 z—0— g
ja
— 1 t
lim (z) = /(0) = lim —e = = lim — =0,
r—0+ xr — z—0+ 2 t—oo et
joten
f@) = f0) . f(z)
/ = _—
f(o)_ilg(l) r—0 = lim T 0
Vastaavasti F@) — F(0) )
1" r)— 1 €z
f (O) glc—>0 x—20 o 51(;1—>0 r 0,
/!
silli lim 2% — 0 ja
z—0— X
’ -1 3
z t
tim ) g 7 i
z—0+ z—0+ X t—oo et

Induktiolla voidaan osoittaa, ettd f™(0) = 0 kaikilla n = 1,2, ... Jos nyt olisi f(z) = > 5o, arz*,
niin

1
ap = Ef“f)(()) =0 kaikilla k=0,1,...

Té&lloin olisi f(z) = 0 jossakin pisteen 0 ympéristossid, miké on ristiriita.
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Funktiota, joka voidaan esittdd potenssisarjana jokaisen pisteen ympéristossé, sanotaan analyyttisek-
si. Edellisen esimerkin funktio ei ole analyyttinen, mutta esimerkiksi funktiot e”, sinx ja cosz ovat
analyyttisia.

Esimerkki 6.2.18. Hajaantuvia (potenssi)sarjoja voidaan kéiyttaa joissakin tapauksissa likiarvojen
laskemiseen. Oletetaan, ettd sarja T, (z) = Y o, axx” hajaantuu jokaisella z # 0 ja ettd f(z) =
T.(z) + R,(x). Vaikka T,(z) hajaantuu, kun x # 0, niin saattaa loytyéd sellainen n, € Z, etté
virhetermi R, (z) on pieni. T&lloin saadaan tarkka likiarvo f(z) = T,(z). Olkoon esimerkiksi
flz) = [1° et;t dt, missd > 0. Tami suppenee majoranttiperiaatteen nojalla (majoranttina xe™).

Toistuvalla osittaisintegoinnilla (integroidaan funktiota e~* ja derivoidaan funkiota ¢ %) ja induktiolla

saadaan
. et * —t -1 Xt
f(x) :CILI?O A (—z)(—e ") dt =ze = — i t—2dt
_1 ' . ¢ Ie_t >, L ;
= e s —}EEO/ e +/1 (—3)(—e)dt
=z v —afe T + 2 h 6—ﬂ‘/dt
= =
== e’%(:c — 2?22 — o (=D (- 1)l2™)
o0 e—t
+(—-1) n![ vy dt
= e = T,(z) + Ru(2),
n oo —t
missi Ty, (z) = S_ (=) Yk—1)!2" ja R, (z) = (—1)”n!/ :nﬁ dt. Sarja T,,(z) hajaantuu jokaisella
k=1 1

x # 0 (termin raja-arvo ei ole 0). Kuitenkin
R =nt [ S ar<n [ Lo

c1 1\-n
=n! lim / ——t "= (n-— 1)!(—) =(n—1)lz"
1 n

c—00 X

n+1

Merkitsemélla r,, = (n — 1)!2"™ ndhdaan, ettd r,.; = nla"™ = nar,. Siten r,11 < 7, kun nx < 1 eli

n<%,jarnﬂ>rn,kunnx>1elin>%.
3

. . . .o . . | . _
Jos esimerkiksi z = ;11, niin pienin r, onry = 3 = %8 =75 ja f(%) e 4(%—4%—1—%—4%) ~ 0,003577.

N
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Liite A
Reaalilukujen peruskisitteita

Usein tarkastelun kohteena ovat annetun joukon A C R, A # (), maksimi ja minimi seki yli- ja
alarajat, erityisesti pienin yldraja (supremum) ja suurin alaraja (infimum).

Miééaritelmia A.0.19. Olkoon A C R, A # (). Reaalilukua M € R sanotaan joukon A maksimiksi
(eli suurimmaksi arvoksi), jos

(i) z < M kaikilla xz € A ja

(i) M € A.

Merkitdan M = max A.

Vastaavasti reaalilukua m € R sanotaan joukon A minimiksi (eli pienimmdksi arvoksi), jos

(i) = > m kaikilla z € A ja

(ii) m € A.

Merkitaan m = min A.

Esimerkki A.0.20. A = [3,7].
min A = 3, silld x > 3 aina, kun x € A, ja 3 € A.
max A =7, silld x < 7 aina, kun x € A, ja 7 € A.

Esimerkki A.0.21. Osoita, ettd joukolla A = ]0,1] = {x € R | 0 < 2 < 1} ei ole minimié eik&
maksimia.

Todistus: Osoitetaan ensin, etté joukolla A ei ole minimié. Vastaoletus: joukolla A on minimi m.

Téllsin m € A =10,1], joten 7 € A ja & < m. Téten m ei ole joukon A minimi ja saadaan ristiriita.
Siis vastaoletus on vaaréd ja min A ei ole olemassa.

Osoitetaan sitten, etté joukolla A ei ole maksimia. Vastaoletus: joukolla A on maksimi M.
Tallsin M € Aeli0 <M < 1. Téllsin M +1<2ja2M =M+ M < M +1, ts. M < 2 < 1. Siis

M+1 M+1

5 €A ja > M.
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Téaten M ei ole joukon A maksimi ja saadaan ristiriita. Siis vastaoletus on véérd ja max A ei ole
olemassa.

Esimerkki A.0.22. Osoita, ettd joukolla A = [0, co[ on minimi 0, mutta ei maksimia.
Todistus: min A = 0, silld x > 0 kaikilla z € A, ja 0 € A.

Osoitetaan sitten, ettd joukolla A ei ole maksimia. Tehdéén vastaoletus: joukolla A on maksimi M.
Jos M < 0, niin M ¢ A ja M ei voi olla joukon A maksimi. Jos M > 0, niin M+1€ AjaM+1> M,
joten M ei voi olla joukon A maksimi. Ristiriita.

Siis vastaoletus on vééra ja joukolla A ei ole maksimia.

Huomautus A.0.23. Maksimi ja minimi ovat yksikésitteisid, mikéli ne ovat olemassa.

Perustelu: Olkoot M = max A ja M’ = max A. Nyt x < M’ kaikilla x € A. Téllin M < M’ silla
M € A. Toisaalta © < M kaikilla x € A ja siten M’ < M, koska M’ € A. Siis M = M’. Minimi
todistetaan samalla tavalla (harjoitustehtava).

Mairitelmi A.0.24. Olkoon A C R, A # ().

(i) Joukkoa A sanotaan ylhddltd rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen M € R, ettd
< M kaikilla z € A.

Téllaista lukua M sanotaan joukon A yldrajaksi.

(ii) Joukkoa A sanotaan alhaalta rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen m € R, etti
x> m kaikilla x € A.

Téllaista lukua m sanotaan joukon A alarajaksi.
(iii) Joukkoa A sanotaan rajoitetuksi, jos se on seka ylh#élta ettd alhaalta rajoitettu.

Huomautus A.0.25. (1) Jos joukolla on maksimi tai minimi, niin se on vastaavasti joukon yla- tai
alaraja.

(2) Toisin kuin maksimi ja minimi, joukon yli- ja alarajat eivét ole yksikésitteisia.
Esimerkki A.0.26. Osoita, ettd joukko A = ]0, 1] on rajoitettu.

Ratkaisu: Miké tahansa luku m < 0 kelpaa joukon A alarajaksi, silld talloin x > m kaikilla x € A.
Siis A on alhaalta rajoitettu.

Toisaalta mika tahansa luku M > 1 kelpaa joukon A ylarajaksi, silld talloin o < M kaikilla x € A.
Siten A on ylhaalta rajoitettu. Siis A on rajoitettu.

Esimerkki A.0.27. Joukko A = [0, oo[ on alhaalta rajoitettu, mutta se ei ole ylh#élta rajoitettu.

Perustelu: Miké tahansa luku m < 0 kelpaa alarajaksi, joten A on alhaalta rajoitettu.

Vastaoletus: A on ylhdilta rajoitettu ja olkoon M joukon A (erds) ylaraja. Koska 0 € A, niin M > 0.
Silloin M +1 € Aja M +1 > M, joten M ei voi olla joukon A ylidraja. Ristiriita. Siis A ei ole
ylhaalta rajoitettu.
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Esimerkki A.0.28. Madritelladn joukko A = | J{z,} induktiivisesti

n=1
2
2
271:1, an:xn—l- s n:1,2,...
22,
Tutkitaan joukon A rajoittuneisuutta.
Nyt z; = 1 ja siten
1+2 3
T2 9 2 )
1,52 + 2
= "~ 1417
BT s T
1,417% + 2
= ~1,4142.
T A T

Nayttiisi silté, ettd alkiota z; lukuunottamatta joukon A jokainen alkio on vihintdin /2 ja etté
Tni1 < xp, kun n > 2. Todistetaan ndma viitteet oikeiksi.

Viite 1: x, > V2, n=2,3,... (1, = 1)

Todistus: Selvésti z,11 = 5 + ﬁ > 0 kaikillan =1,2,... (x; = 1). Lisdksi

2 2 2
xn+2:wn+(\/§) >2xn\/§:\/§

2x, 2x, - 2z,

Tpt+1 =

silld x, # 0, kunn = 1,2, ... Edelld on kiiytetty ekvivalenssiin a®*+b* > 2ab < (a—b)? > 0 perustuvaa
arviota z2 + (\/5)2 > 24/2z,,. Saatiin siis, ettd z, > v/2, kun n = 2,3,..., joten x, > 1 = z; kaikilla
n =1,2,... Niin ollen A on alhaalta rajoitettu ja min A = 1.

Viite 2: xpy1 < xp,n=2,3,...
Todistus: Viaite voidaan yhtapitdvasti muuttaa seuraavaan muotoon:

72 42
2x,
= 22 +2<222 (1,>0)
= 22 >2

= 2, >V2 (z,>0).

<z

— n

Tnt1 L T,y =

Koska z, > v/2 > 0, kun n = 2,3, ..., niin myds z,.1 < z,, n = 2,3,... Tistd seuraa, ettd =, <
3
2

To = % kaikillan = 1,2,..., joten A on ylh&altéd rajoitettu ja max A = % Siisl=z; <z, <19 =

kaikilla n = 1,2, ..., joten A on rajoitettu.

Varoitus: Ei ole olemassa yleistd menetelméé todistaa, ettd annettu joukko on rajoitettu. Aina sité
ei ole helppoa nahda.

Huomautus: Kaytédnnossé joukon rajoittuneisuus kannattaa usein todistaa seuraavan kriteerin avulla:
Joukko A C R, A # (), on rajoitettu jos ja vain jos on olemassa sellainen K > 0, etti

|| < K kaikilla z € A.

92



Perustelu: =" Oletetaan, ettd m < x < M kaikilla z € A. Koska |m| < max{|m/|, |M|}, niin
r >m > —|m| > —max{|m|,|M|} kaikillaz € A

ja
r <M < |M| <max{|m|,|M|} kaikilla z € A.

Siten
—max{|m|, |M|} <z < max{|m|,|M|} kaikilla z € A,

eli |z| < max{|m/|,|M|}. Taten esimerkiksi valinta K = max{|m|,|M|} kelpaa.

7<": Jos |x| < K jokaisellaz € A (K > 0), niin —K < x < K jokaisella z € A. Siten —K on joukon
A alaraja ja K sen yldraja. Siis A on rajoitettu.

Miéaritelma A.0.29. Olkoon A € R, A # (). Lukua M € R sanotaan joukon A pienimmiksi
yldarajakst eli supremumiksi, jos

(i) x < M kaikilla xz € A ja

(i) jos x < M’ kaikilla x € A, niin M’ > M.
(Kohta (i) kertoo sen, ettd M on ylaraja ja (ii) sen, ettd M on ylédrajoista pienin.) Merkitadn
M = sup A.

Vastaavasti lukua m € R sanotaan joukon A suurimmaksi alarajaksi eli infimumiksi, jos

(i) = > m kaikilla z € A ja

(ii) jos x > m/ kaikilla x € A, niin m' < m.

(Kohta (i) kertoo sen, ettd m on alaraja ja (ii) sen, ettd m on alarajoista suurin.) Merkitdén m =

inf A.

Mddritelmdan merkitys: Koska yla- ja alarajat eivit ole yksikésitteisid, pyritddan valitsemaan niille
paras mahdollinen edustaja.

Huomautus A.0.30. (1) Jos joukolla A on maksimi, niin max A = sup A. Vastaavasti jos joukolla
A on minimi, niin min A = inf A. Supremun ja infimum ovat maksimin ja minimin korvikkeita.

Perustelu: Olkoon M = max A. Silloin z < M kaikilla x € A, joten M on yliaraja. Oletetaan,
ettd x < M’ kaikilla x € A. Koska M € A, niin M < M’, joten M on pienin yldraja. Infimum
todistetaan samaan tapaan (harjoitustehtava).

(2) Mikéli supremum tai infimum on olemassa, niin se on yksikésitteinen.

Perustelu: Olkoot M = sup A ja M’ = sup A. Koska M’ on yldraja ja M on pienin ylaraja,
niin M < M’. Toisaalta M on ylaraja ja M’ on pienin yldraja, joten M’ < M. Siis M = M’.
Infimumin yksikésitteisyys todistetaan samaan tapaan (harjoitustehtéavé).

Esimerkki A.0.31. Olkoon A =0, 1[. Maardtaan sup A ja inf A.

Ratkaisu: Olkoon M = 1. Osoitetaan, ettd sup A = M = 1.

(i) * < M kaikilla z € A, joten M on joukon A yldraja.
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(ii) Olkoon M’ € R sellainen, ettd z < M’ kaikilla z € A. Koska 5 € A, niin M’ > 1 > 0.

Osoitetaan, ettd M’ > M. Vastaoletus: M’ < M. Télloin 0 < M’ < 1, joten M’ +1 < 2 ja
2M' = M’ + M' < M’ +1, ts. M' < M3 < 1. Siis

M+ M M+ M

A ] M
;€4 a 5 — > M,

joten M’ ei voi olla joukon A ylaraja. Taméi on ristiriita, joten vastaoletus on véara ja M’ > M.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla M = sup A.

Olkoon m = 0. Osoitetaan, ettd inf A =m = 1.

(i) x > m kaikilla z € A, joten m on joukon A alaraja.

(ii) Olkoon m’ € R sellainen, ettd x > m’ kaikilla = € A. Koska 3 € A, niin m/ < 5.
Osoitetaan, ettd m’ < m. Vastaoletus: m’ > m. Nyt 0 =m <m’ < %, joten

m’ m/
—cA ja — <,
2 e

joten m’ ei voi olla joukon A alaraja. Tamé& on ristiriita, joten vastaoletus on vaard ja m’ < m.
Kohtien (i) ja (ii) nojalla m = inf A.

Yleenséd sup A ei kuulu joukkoon A. Seuraavan lauseen nojalla se kuuluu joukkoon A téasmaélleen
silloin kun se on joukon A maksimi. Vastaavat viitteet patevit myos infimumille ja minimille.

Lause A.0.32. Olkoon A C R, A # 0 ja M = sup A. Silloin joukolla A on maksimi (joka on M)
jos ja vain jos M € A. Olkoon m = inf A. Silloin joukolla A on minimi (joka on m) jos ja vain jos
m € A.

Todistus. ”=": Oletaan, ettd ) = max A on olemassa. Télloin < @ aina, kun =z € A (ts. @
toteuttaa supremumin ehdon (i)), ja @ € A. Olkoon M’ joukon A miké tahansa yldraja, jolloin
x < M’ aina, kun x € A. Koska () € A, niin erityisesti Q < M’ ja @) toteuttaa supremumin ehdon
(ii). Siis @ on joukon A pienin ylaraja eli ) = M = sup A.

7«<": Oletetaan, ettd M € A. Talloin lisdksi z < M kaikilla x € A, joten M on joukon A maksimi.

Infimumia ja minimié koskeva véite todistetaan vastaavasti. ]
Esimerkki A.0.33. Maardad sup A ja inf A, kun A = {2 — % ’ n=12... }

Osoitetaan, ettd m = 1 = inf A.

(i) 2 — % >1,kunn=1,2,..., joten m =1 on joukon A alaraja.

(ii) Jos m’ on joukon A alaraja, niin m’ <2 — =1, joten m’ < m. Siis inf A = 1. (Koska 1 € A,
niin min A = 1 = inf A.)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd M = 2 = sup A.
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(i) 2— % <2, kunn=1,2,..., joten M = 2 on joukon A yldraja.

(ii) Jos M’ on joukon A yldraja, niin on osoitettava, etta M’ > M = 2. Vastaoletus: M’ < 2.
Valitaan n € N niin, ettéd

Silloin 2—% € Aja 2—% > M’ joten M’ eiole joukon A yldaraja. Ristiriita. Siten sup A = M = 2.
(2 ¢ A, joten joukolla A ei ole maksimia.)

Tiaydellisyysaksiooma. Olkoon A C R, A # (). Jos A on ylhiiltd rajoitettu, niin joukolla A on
pienin yldraja (eli sup A on olemassa). Jos A on alhaalta rajoitettu, niin joukolla A on suurin alaraja
(eli inf A on olemassa).

Téaydellisyysaksiooman merkitys on siiné, ettd vaikka rajoitetulla joukolla ei yleensd ole maksimia
eikd minimié, niin silla kuitenkin on pienin yldraja ja suurin alaraja.

Huomautus A.0.34. Téydellisyysaksiooma on erittédin tédrkeéd reaalilukujen ominaisuus, jota esi-
merkiksi rationaaliluvuilla ei ole: Joukolla

A={zeQ|r>0 2*<2}

ei ole supremumia joukossa @). Todistuksen idea: Koska A # () ja A on ylha#ltd rajoitettu, niin
tiydellisyysaksiooman nojalla on olemassa M = sup A € R. Lisiksi M? = 2 (harjoitustehtivi).
Koska M ¢ @ ja supremum on yksikésitteinen, niin joukolla A ei ole pienintd yldrajaa joukossa Q.
Siten () ei toteuta téaydellisyysaksioomaa.

Intuition mukaan taydellisyysaksiooma takaa, ettei reaaliakselissa ole reikid. Reaaliluvut R voidaan
médritelld jarjestettyné kuntana, joka siséltdé rationaaliluvut @ ja toteuttaa téydellisyysaksiooman.
Karkeasti sanottuna reaalilukujen kaikki tdydellisyysaksioomaan liittyvét ominaisuudet ovat analyy-
sid, muut algebraa. Ongelmana taydellisyysaksiooman kéytdssd on kuitenkin, ettei se anna mitédéan
keinoa l6ytdd supremumia tai infimumia. Kaytédnnossi ensin on tehtava (hyva) arvaus ja sitten to-
distettava se oikeaksi.

Jos joukko ei ole ylh&éltd rajoitettu, silld ei ole supremumia (vastaavasti alhaalta rajoittamaton
joukko ja infimum). Myoskddn tyhjélld joukolla ei ole supremumia eiké infimumia. Usein kuitenkin
kidytetddn seuraavia merkintoja:

sup A = 0o <= A ei ole ylhiélta rajoitettu,
inf A = —oco <= A ei ole alhaalta rajoitettu,
sup ) = —o0,

inf() = oo
(miké tahansa luku on tyhjin joukon () yli- ja alaraja).

Kéytannossa supremum kannattaa yrittdd méarittad seuraavan lauseen avulla.

Lause A.0.35. Oletetaan, etti A C R, A # 0, A on ylhddlti rajoitettu ja etti M on joukon A
yldaraja. Silloin M = sup A jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen x € A, ettd

z>M—c¢.
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Todistus. ”=-": Oletetaan, ettd M = sup A ja tehddén vastaoletus: On olemassa sellainen € > 0, etté
<M —¢ckakillazxz e A

=—> M — ¢ on joukon A yldrajaja M —e < M
=—> M ei ole pienin ylaraja. Ristiriita.

7« 7: Oletetaan, ettd M on joukon A ylaraja, jolle lauseen ehto pétee. Jos M’ < M, niin valitaan
e =M — M'" > 0. Nyt on olemassa sellainen = € A, etté

e>M—-e=M—(M—-M)=M

Siis M’ ei ole joukon A yliraja, joten M on joukon A pienin yliraja. O]

Vastaava tulos pétee myos infimumille:

Lause A.0.36. Oletetaan, etti A C R, A # 0, A on alhaalta rajoitettu ja ettd m on joukon A
alaraja. Silloin m = inf A, jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen v € A, ettd

rT<m-+e.

Esimerkki A.0.37. Olkoon A ={2—1|n=1,2,...}. Osoita, ettd sup A = 2.
Ratkaisu: Merkitdan M = 2. Nyt 2 — % <2,n=1,2,..., joten M =2 on joukon A yliraja.

Olkoon £ > 0. Valitaan n niin, etté

1 1
2——>2—¢ <<= n>-—.
n 19

Silloin2—%€Aja2—%>M—5. Siten M = sup A.

Huomaa, ettd téssd ei kiytetty vastaoletusta (toisin kuin edelld). Vastaoletus sisdltyy lauseeseen

A.0.35.

Todistetaan seuraavaksi ilmeiseltéd tuntuva véite, ettd luonnollisten lukujen joukko N ei ole rajoitettu.
T#td ominaisuutta on jo kdytetty esimerkeissd. Viite ei seuraa joukon R algebrallisista (ts. sen
laskutoimitusten) ominaisuuksista vaan todistuksessa kdytetddn tiydellisyysaksioomaa.

Lause A.0.38 (Arkhimedeen ominaisuus). Jokaista © € R kohti on olemassa sellainen n € N, ettd

r<n.

Todistus. Vastaoletus: On olemassa sellainen x € R, ettd n < z kaikilla n € N. Selvisti voidaan
olettaa, ettd x > 2.

x on joukon N yléraja, joten N on ylhailta rajoitettu

on olemassa M =supN € R (tdydellisyysaksiooma)

M — 1 ei ole joukon N yléaraja, koska M on pienin yléraja

on olemassa sellainen m € N, ettd m > M — 1 (M — 1 ei ole yldraja)
m+1>Mjam+1eN

M ei voi olla joukon N ylédraja. Ristiriita.

RN

Kolmannen ja neljinnen vaiheen voi perustella myo¢s valitsemalla A = N ja ¢ = 1 lauseessa A.0.35.
O
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Huomautus A.0.39. Arkhimedeen ominaisuudesta seuraa, etti jokaista z > 0 kohti on olemassa
sellainen n € N etté

1 1
— <z (elin>—).
n x

Arkhimedeen ominaisuutta kayttdmalld voidaan todistaa seuraava lause.

Lause A.0.40. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissi on aina rationaaliluku, ts. rationaaliluvut ovat
tihedssd joukossa R.

Todistus. Olkoot x, y € R sellaisia, ettd y —x > 0. Osoitetaan, ettd on olemassa sellanen ™ € Q,
ettd x < = < y. Todistuksen ideana on etsid niin suuri luku n € N, etté vili Jnx, ny| sisdltdad ainakin
yhden kokonaisluvun m.

Nyt y — 2z > 0, joten Arkhimedeen ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen n € N, ettd n > ——. Koska
Yy—T
y—x >0, niin%<y—x.

Olkoon A={ke€Z|k-L+>uz}={keZ|k>an} (n>0). Arkhimedeen ominaisuuden nojalla
A # (. Nyt n(—z) € R, joten Arkhimedeen ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen p € N, etti
p>n(—x)
1
= —p-—<u
n

Siten A on alhaalta rajoitettu kokonaislukujen joukko, joten inf A on olemassa. Valitaan ¢ = 1
lauseessa A.0.36. Télloin on olemassa sellainen m € A, ettd m < inf A+ 1 eli m — 1 < inf A. Siis
meAjam—1¢A, eli ™ >zja(m—1)-+ <z Niin ollen

m m—-—1 1 1
— = +-—<zr+-<z+{y—2z) =y,
n n n n

joten x <t < y. ]

Seuraus A.0.41. Kahden erisuuren reaaliluvun valissd on aina irrationaaliluku.

Todistus. Olkoot luvut z ja y sekéi y > z. Lauseen A.0.40 nojalla vililld |2 — v/2,y — v/2[ on ratio-
naaliluku 7, ts.

x—\/§<%<y—\/§ — :c<%+\/§<y.
Lisiksi 2 +v/2 € R\Q, silld v2 € R\Q. O

Seuraus A.0.42. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissd on ddrettomdan monta rationaali- ja irratio-
naalilukua.

Todistus. Olkoot luvut x ja y, y > x. Tehddén vastaoletus: Lukujen x ja y vélissd on n kappaletta
rationaalilukuja. Vali |z, y[ voidaan jakaa osavileihin, joita on (n 4 1) kappaletta. Lauseen A.0.40
nojalla jokaisella osavililld on ainakin yksi rationaaliluku, joten valilta |x,y[ 16ytyy n + 1 rationaa-
lilukua. Tdmé on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, joten lukujen z ja y viélissd on dédreton madra
rationaalilukuja. Irrationaalilukuja koskeva viite todistetaan samalla tavalla kdyttaméilla seurausta
A.0.41. O
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Lause A.0.43 (sisdkkéisten vélien periaate). Jos [a1,b1] 2 [ag, ba] D -+ ovat sisikkdisia suljettuja
valeja (an, by € R, n=1,2,...), niin

[e.e]

([, bn] # 0

n=1
On siis olemassa sellainen x € R, etti x € [ay,, b,] kaikillan =1,2,...
Huomautus A.0.44. (1) Sisikkéisten vilien periaate kertoo saman kuin taydellisyysaksioomakin

eli ettei reaaliakselilla ole reikié. Voidaan todistaa, etté sisdkkaisten vélien periaate on yhtapitava
taydellisyysaksiooman kanssa.

(2) Lauseen kannalta on olennaista, etté vélit ovat suljettuja, esimerkiksi

Nlo.[=0

n=1

Perustelu: Vastaoletus: (), ]0,2[ # (. Téllsin on olemassa sellainen z € R, ettd = € |0, 2]

n=11"7n 'n
aina, kun n =1,2,... Télle luvulle x pétee siis 0 < z < % elin < % aina, kunn =1,2,... Tama
on ristiriidassa Arkhimedeen ominaisuuden kanssa.

Huomaa, etté (7~ [0, 2] = {0} (harjoitustehtivi).

(3) Lauseen kannalta on olennaista, etté vélit ovat rajoitettuja:

[n,o00[=0

n=1

(harjoitustehtava).

Lauseen A.0.43 todistus. Merkitdan I, = [a,,b,]. Talloin I, C I kaikillan = 1,2, ...

= a4, <b,<b; VYn=12 ...
= A={a,|n=1,2,...} on ylhiilti rajoitettu ja A # ()
= on olemassa M = sup A € R (tédydellisyysaksiooma)

Koska M = sup A on joukon A yldraja, niin a, < M kaikillan = 1,2, ...
Viite: M < b, kaikillan =1,2,...

Perustelu: Todistetaan, ettd jokainen b,, n = 1,2,..., on joukon A yldraja. Oletetaan, ettd n on
kiinnitetty.

k>n = I, CIl, = akgbkgbn
k<n = I,CI, = a. <a, <b,.

Siten a; < b, jokaisella k =1,2,...

= b, on joukon A yliraja
= M <b,, koska M on pienin yldraja
— a, < M <D, kaikillan =1,2,...

= M € ﬁ[an,bn].

n=1
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Esimerkki A.0.45. Olkoon x € R. Valitaan a, by € QQ, a; < by niin, etté
x € [(11, bl] .
Jaetaan véli [a;, b;] kahteen osaan keskipisteesté

ay + by
2

ja valitaan néistd vali [ag, bo] niin, ettéd asg, by € Q, as < by ja
x € [ag, byl.
Jatketaan nain. Kun [a,, b,] on valittu, niin jaetaan se kahteen osaan keskipisteesté

a, + by,
2

ja valitaan néistd seuraava Vali [ap11,bnt1], @ni1, bnr1 € Q, api1 < by niin, ettd
YIS [anJrlaanrl]-
Siis
Niin saadaan jono suljettuja sisdkkaisia vileja
la1,b1] D [ag,ba] D - -,

joiden pituudet
bn1— Gn1 _ by —ay

bn—an:T:... 2n_1 _)O’
kun n — oo. Lisaksi .
{z} = ﬂ[ambn]'
n=1

Néin jokainen reaaliluku saadaan méériteltya rationaalipddtepisteisten vélien avulla.
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Liite B
Lukujonoista

B.1 Lukujonon raja-arvo

Maiiritelma B.1.1. Reaalilukujono
(xn) = T1,22, T3, .-
on kuvaus z: Z, — R, missid z(n) = z,.

Middritelmdn tarkoitus: Jokaista lukua n = 1,2, ... asetetaan vastaamaan reaaliluku x,. Maéritelmé&a
kédytetddn myos joukon 7 ddrettomille osajoukoille numeroimalla niiden alkiot uudelleen.

Varoitus: Jonoa (x,,) el saa samaistaa joukkoon
{z, |In=1,2,...}.
Esimerkiksi

() = 0,1,0,1, ...
(yn) =1,0,1,0, ...

ovat eri jonoja vaikka

{zp|n=1,2,...} ={yn|n=1,2,...} ={0,1}.
Jonoissa esimerkiksi termien jérjestysté ei saa muuttaal

Maiaritelma B.1.2. Jonon (z,,) sanotaan suppenevan kohti lukua a € R, jos jokaista € > 0 kohti
on olemassa sellainen n. € Z, etti
|z, —a| <e¢

aina, kun n > n.. Télloin sanotaan, ettd a on jonon (x,) raja-arvo ja merkitdin

lim z, =a tai x, — a, kun n — oo.

n—oo

Jos jono ei suppene kohti mitdéan lukua, niin sanotaan, etté se hajaantuu.

Mddritelmdan tarkoitus: Kaikki termit x,, ovat mielivaltaisen ldhelld pistettd a, kun n on riittdvan
suuri.
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Huomautus B.1.3. (1) Suppenevan jonon raja-arvo on yksikésitteinen luku. Jono ei siis voi supeta
kohti kahta eri lukua.
Perustelu: Tehdéan vastaoletus: @ = lim z, ja b = lim x, sekd a # b. Valitaan ¢ = @ > 0.

n—oo

Télloin méadritelmén B.1.2 nojalla on olemassa sellaiset n., n” € Z, etta

|z, —a| < e, kun n > n., ja

|z, —b] <e, kunn >nl.
Kolmioepéyhtélon nojalla on voimassa arvio

b—al =1b—x, +x, —a| <|b—z,|+ |z, —a]
<e4+e=2=|b—a,

kun n > max{n.,n’}. Tamé& on ristiriita, joten a = b.

(2) Raja-arvon méiritelmé ei anna keinoa miirittdé raja-arvoa. Kéytannossi ensin on tehtiava ar-
vaus siitd, miké raja-arvo on, ja sitten todistettava arvaus oikeaksi. Téssé on sama vaikeus kuin
taydellisyysaksiooman kaytossa.

Joskus raja-arvon sanotaan olevan oo (tai —o0), jolloin kdytetddn seuraavaa méaritelméaa.

Maéritelmé. Jonon (z,,) sanotaan hajaantuvan kohti &dretontd, merkitddn lim x, = 400 (vas-

n—oo

taavasti —00), jos ja vain jos jokaista M € R kohti on olemassa sellainen ng € Zy, ettd x, > M
(vastaavasti z, < M) kaikilla n > ny.

Esimerkki B.1.4. (z,), z,=2%, n=1,2,...

Viite: lim x,, = 0.
n—oo

Perustelu: Olkoon e > 0. Silloin
1 1 1
|z, — 0] = ’——0’ =—<e¢g, kunn> -
n n €
1
Valitaan n. pienimmaéksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi kuin — (valinta mahdollista Arkhimedeen
€

ominaisuuden nojalla).
Esimerkki B.1.5. Jono (z,) =0,1,0,1,... hajaantuu.

Perustelu: Vastaoletus: Jono (x,) suppenee. Talléin raja-arvo ¢ = lim z, € R on olemassa. Siis

n—oo

jokaista & > 0 kohti on olemassa sellainen n. € Z., etti |z, — a| < € aina, kun n > n.. Erityisesti,
lukua e = £ kohti on olemassa sellainen ni € Zy, etté |z, — a| < 3 aina, kun n > n1. Téten

1 1
1:|xn—xn+1|§|$n—a|—|—|a—ajn+1|<§+§:1

jokaisella n > n1, miké on ristiriita. Siis jono (z,) hajaantuu.

1
Esimerkki B.1.6. Jono (z,,), z, = (—1)"(1——=), n = 1,2,... hajaantuu (vaikka kuvasta katsottuna
n

nayttéisikin suppenevan kohti sekd lukua —1 ettd lukua 1) (harjoitustehtava).
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_3n+2

Esimerkki B.1.7. Tutkitaan jono (x,), =, = T3 n=1,2,..., suppenemista.
n
Arvauksen tekeminen: Kun n on suuri, niin
3n+2 3+2 3
5n+3 5+3 7 5
Viaite: i n=—.
aite: lim £
Perustelu: Olkoon ¢ > 0. Silloin
3 3n+2 3 15n 4+ 10 —15n —9 1 1
‘,L‘Tl —_ | = —_ = = — < < 67
5 on+3 5 5(5n + 3) 5bn+3)  25n

1
kun n > 252 Siten n. voidaan valita pienimméksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi kuin o5z
€ €

1
Esimerkki B.1.8. (2,), 2, = | -, n=1,2,...
n

Arvauksen tekeminen: Kun n on suuri, niin

2 1 1
\/ThL =\/2+—%\/§.
n n

Vdite: lim z,, = V2.

n—oo

Perustelu: Olkoon ¢ > 0. Silloin

2n+1
|xn—\/§|:‘\/ —V2
n
1

<

I it B L

miy V3 on(y2+1+42)

<e,

2\/§n

1 1
. Siten n. voidaan valita pienimméksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi kuin .
2\/56 : P ) P 2\/55

Maéritelma B.1.9. Jonoa (z,) sanotaan rajoitetuksi, jos sitd vastaava joukko {z,} on rajoitettu
eli on olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettéd

kun n >

|z,| < M kaikillan =1,2,...

Lemma B.1.10. Suppeneva jono (x,) on rajoitettu.

Todistus. Olkoon a = lim z,,. T&lloin

n—o0
Ve >03n. € Z, siten, ettd |z, —a| < e, kun n > n..
Valitaan € = 1, jolloin
dny € Z, siten, ettd |z, —a| <1, kun n > mny

= |z,| < |z, —a+al <z, —al+|a] <1+]a|, kun n > n;.
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Toisaalta

|z, | < max{|z1],|z2],. .., |zn, |}, kunn <n.
Siis
|z,| < max{l+ |al,|z1|,....,|%n, ]|}
kaikilla n = 1,2, ..., ja viite pitee, kun valitaan siind M = max{1 + |a|, |1, ..., |Tn,|}- O

Huomautus B.1.11. Kéédnteinen viite ei pade. Siitd, ettd jono on rajoitettu, ei seuraa, ettd se
suppenee. Esimerkiksi jono (z,) = 0,1,0,1,... hajaantuu vaikka se on rajoitettu.

Lemmaa B.1.10 voidaan kuitenkin kiyttd4 jonon hajaantumisen nayttédmiseen. Esimerkiksi jono (),
r,=n,n=1,2,..., ei ole rajoitettu, joten se ei suppene.

Esimerkki B.1.12. Olkoon (z,),
—, N pariton,
Ty = 11
n, n parillinen.

Jono (x,) ei ole rajoitettu, joten se ei suppene (vaikka kuvasta katsottuna néyttéisikin suppenevan
kohti nollaa).

Esimerkki B.1.13. Tarkastellaan jonoa (s,,), missi

Sn

Osoita, ettd jono (s,) hajaantuu.

Perustelu: Osoitetaan, etta (s,) ei ole rajoitettu. Nyt

51 =1,
1
82—1+§,

1 1 1
84:1+§+(§+1)>1+§+2'—:1+2'—,
1 /1 1 1 1 1 1
58:1+§+(§+1>+(5+6+?+§>

Loty le
>1+§+ .Zl—i_ §—1+3 —

Induktiolla luvun n suhteen voidaan todistaa, ettd

1 n
Sgn>14+n-—=14+—-, n=0,1,2,...,
o= 2 2
jal+ 3 — oo, kun n — oo. Siis (s,) ei ole rajoitettu, eiké siten suppene. (Harmoninen sarja
hajaantuu.)

Huomaa, etté (s,,) hajaantuu todella hitaasti: s,, ~ 12,1 kun n = 100000. Laskimesta tai tietokoneesta
ei juurikaan ole apua suppenemisen toteamisessa.

Huomautus B.1.14. Raja-arvoille péteviit seuraavat algebralliset ominaisuudet (harjoitustehtava):
Jos jonot (x,,) ja (y,) suppenevat sekd lim z,, = a ja lim y, = b, niin myo6s jonot (x, +yn), (Tn—yn)

ja (x,y,) suppenevat. Jos y, # 0 kaikillan = 1,2,..., ja b # 0, niin my6s jono (Z—:) suppenee. Niiden
jonojen raja-arvot ovat télloin
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(i) lim (z, +yn) = a+b,

n—oo

(i) lim (z, —yn) = a — b,

n—oo

(i) lim (z,y,) = ab,

n—oo

(iv) lim—:%,kunyn#o,n:1,2,...,jab7é0.

Varoitus: Siité, ettd summajono (z, + y,) suppenee, ei voi paatelld, ettd alkuperdiset jonot (z,,)
ja (yn) suppenevat. Vastaava tulos pdtee muillekin laskutoimuksille. Jos esimerkiksi x, = (—1)" ja
Yo = (=1)""1 n=1,2 ... niin x, + y, = 0 kaikilla n = 1,2,... Néin ollen

lim (z,, + y,) =0,

n—oo
mutta jonot (z,) ja (y,) eivit suppene.

Lause B.1.15 (epéyhtilon sdilymisen periaate). Olkoot (x,,) ja (yn) sellaisia suppenevia jonoja, ettd
Tn < yp kaikillan =1,2,.... Silloin
lim x, < lim y,.

n—oo

Todistus. Merkitddn a = lim z,, ja b= lim y,. Olkoon € > 0, jolloin on olemassa sellaiset n. ja n!,

otta o
€ e / .
|z, —a|] < Y kaikilla n > n., ja
£
lyn — b| < Y kaikilla n > n..
Koska a — z, < |z, — a| ja y, — b < |y, — b|, niin
€ : € / "
a—x, < 5 1 Yn — b < 2 kun n > max{n.,n.} = n.

— a—b:(a—xn)—l—(yn—b)—i—(xn—yn)<E+E:5, kun n > n.
S—— 2 2

<0

= g —0b< e kaikilla e > 0.

Téaten a — b <0, eli lim z, =a < b= lim y,. O

n—oo n—oo
Varoitus: Aito epayhtalo ei valttaméatta saily rajankdynnissa:
Tn < Yo == lim z, < lim y,.
n—oo n—oo
Esimerkiksi z, =0, y, = %, n=1,2,... Télloin

Tp <Yn, n=12 ..., mutta lim z, =0= lim y,.
n—oo n—oo
Lausetta B.1.15 vastaava tulos patee myos silloin, kun raja-arvo on +oo. Todistus jéatetddn harjoi-

tukseksi.
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Lause B.1.16. Olkoot (x,) ja (y,) jonoja. Oletetaan, etti on olemassa sellainen ny € 7, ettd

Tn < Y, katkilla n > ng. Jos lim x,, = 400, niin myds lim y, = 4+o00. Jos lim y, = —o0, niin myos
n—oo n—oo n—oo

lim z,, = —oc0.

n—oo

Jos annetun jonon alkioille tiedetéddn samaa lukua kohti suppeneva yld- ja alaraja, niin samaan
tapaan kuin epayhtélon sdilymisen periaate saadaan seuraava, kdyttokelpoinen tulos.

Lause B.1.17 (suppiloperiaate). Oletetaan, etti (x,,), (yn) ja (z,) ovat sellaisia jonoja, ettd
Tn < Yp < 2z, katkillan=1,2,...
Jos (x,) ja (z,) suppenevat kohti samaa lukua eli

lim z, = a= lim z,,
n—oo n—oo

niin myos (y,) suppenee ja

lim y, = a.
n—oo

Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen, jolloin on olemassa sellaiset n. ja nl, etté

|z, —a| <e kaikillan >nl, ja

|z, —a| < e kaikilla n > n..

Koska

a— Ty < \ili'n—a] <eg, kunnzn’g, ja

Zn—a<l|z,—a| <e, kunn>nl,
niin

a—e<x, <y, <z,<a+e, kunn > max{n.,n’} =n..
Siis
lyn — al < e, kaikilla n > n.,
joten lim y, = a. -
n—oo

Huomautus B.1.18. Suppiloperiaattessa on tirkedd, etté jonot (z,) ja (2,) suppenevat kohti samaa
lukua.

Esimerkiksi jonoille x,, = —1, y,, = (—=1)" ja z, = 1, kun n = 1,2, ..., on voimassa
lim z, =—-1#1= lim z,

ja x, <y, < z,, mutta (y,) hajaantuu.

Esimerkki B.1.19. Osoita, ettd lim il

n—oo M

=0.

Ratkaisu: Koska —1 < sinn <1 kaikilla n = 1,2, ..., niin




Talloin
lim z, = lim z, =0,

n—oo n—oo
joten myos lim =22 = 0.
n—od
Varoitus: y )
_sinp |, GURMT o
lim # = (jilkimmaéinen ei ole olemassa)
n—oo M lim n
n—oo
on +4

Esimerkki B.1.20. Osoita, ettd lim ———— =
n—oo Hn2 + 4n + 3

Sn+4

Ratkaisu: Arvioidaan lauseketta 52t dnt3 ylospéin ja alaspéin (esimerkiksi) seuraavasti:
5  bn 5n 5n + 4 Sn+4+3n"" 1
12n  12n2  Bn24+4n2+3n2 ~ n2+4n+3 ~ n2+4n+3 n’
kun n = 1,2,... Valitaan suppiloperiaatteessa
5 5n +4 1 19
x/n/ = _7 n = —7 n = _7 n = ) ) )
120 " T B2t dn+3 n

jolloin lim x,, = lim z, = 0 ja siten myo0s

n—oo n—oo

on + 4
m -— =
n—oo Hn? 4+ 4n + 3

Huomaa, ettd ndmaé esimerkit voidaan myos késitelld suoraan suppenevan jonon méaritelmén avulla.

B.2 Monotoniset jonot

Maéritelmé B.2.1. Jonoa (x,,) sanotaan
(i) kasvavaksi, jos x,11 > x, kaikillan =1,2,..
aidosti kasvavaksi, jos x,1 > x, kaikillan =1,2,.. .,

(ii) wvdhenevdksi, jos xp11 < x, kaikillan =1,2,.. .,
atdosti vihenevdksi, jos x,41 < x, kaikillan =1,2,...,

(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai vihenevé,
aidosti monotonisekst, jos se on aidosti kasvava tai aidosti viheneva.

Esimerkki B.2.2. (1) z, =n,n=1,2,... (x,) on aidosti kasvava.
(2) =2, n=12,... (z,) on aidosti viheneva.

(3) z,=1,n=1,2,... (z,) on vakiojonona sekd kasvava ettd viheneva.
(4) z, =(-1)",n=1,2,... (x,) el ole kasvava eikd véheneva.

Lause B.2.3 (monotonisen suppenemisen lause). Monotoninen jono suppenee jos ja vain jos se on
rajoitettu. Lisdksi pdtee:
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(i) Jos (x,) on kasvava ja ylhddltd rajoitettu, niin

lim x, =sup{z, |n=1,2,...}.

(ii) Jos (x,) on vihenevi ja alhaalta rajoitettu, niin

lim z, = inf{z, | n=1,2,...}.

n—

Todistus. ”=-": Jos jono (x,) suppenee, niin lemman B.1.10 nojalla se on rajoitettu.

7«<": Todistetaan kohta (i). Talloin erityisesti kasvava ja rajoitettu jono suppenee, eli kohdasta
(i) seuraa ensimmaisen véitteen toinen suunta kasvaville jonoille. Olkoon (zx,) kasvava ja ylh#élta
rajoitettu. T&ll6in on olemassa sellainen M € R, etta

r, <M kaikillan=1,2,...
Téaydellisyysaksiooman nojalla
sup{z, |n=1,2,...} =a € R

on olemassa. Osoitetaan, ettd a = lim x,.

n—oo
Olkoon € > 0 mielivaltainen. Lauseen A.0.35 nojalla on olemassa sellainen n., ettd x,, > a—e¢. Koska

jono (x,) on kasvava, niin

Ty > Ty, >a—ce kaikilla n > n.
—a—e<xz,<a<a+e kaikillan>n. (aon yliraja)
= —ec<x,—a<e kaikillan > n,
= |z, —al| <e n>n,.

— a = lim z,.
n—oo

Kohta (ii) todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtavé). O

Huomautus B.2.4. (1) Edelld monotonisuusoletus on olennainen. Esimerkiksi jono z, = (—1)",
n =1,2,..., on rajoitettu, mutta se ei suppene.

(2) Voidaan osoittaa, ettd monotonisen suppenemisen lause on yhtépitavé tdydellisyysaksiooman
kanssa (harjoitustehtéva).

Esimerkki B.2.5 (Newtonin menetelmé). Jatkoa esimerkkiin A.0.28. Olkoon f(x) = z* — 2. Silloin
f(z) =0 <= z=%V2.

Asetetaan x; = 1. Kéyran y = f(z) pisteeseen (z1, f(z1)) piirretyn tangentin yht&lo on
y = f(z1) + f(z1)(@ — z1).

Tangentti leikkaa z-akselin, kun y = 0, eli kohdassa

flxy) x%—2_$%+2

te f/<l'1) - 21‘1 o 21’1

r =
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m%+2

Merkitédan zo = . Vastaavasti kdyrdn pisteeseen (xq, f(x2)) piirretty tangentti leikkaa z-akselin

211

kohdassa x3 = a;2§$+22’ jne. Iteroidaan tata: Olkoon

2

ri + 2
Ty = 17 Tpt1 = = ) n = 172a

2%,
Viite 1: Jos (x,) suppenee, niin lim z, = V2.
Perustelu: Olkoon a = lim z,,. Koskaz, > 1,n =1,2,... (esimerkki 1.6), niin epayhtélon siilymisperiaattee:

n—oo

nojallaa > 1 > 0.

n—oo

: 2
— o= lim z,,; = lim x%_i_z_(hma:n) T @42
T s T 2z, B Q(Iim {En) . 2a

— 2a*=a’>+2 (a>0)
— =2
— a=+V2

Koska a > 0, niin a = v/2.

Viite 2: Jono (x,) suppenee (tamé ei ole selvaal).

Perustelu: Esimerkissad 1.6 on jo osoitettu, ettd z,.1 < x,, n=2,3,...jaettdz, > v2,n=2,3,...
Siten jono wq, x3,... on vihenevind ja rajoitettuna jonona suppeneva. Siis ¢ = lim z, on olemassa
n—oo

ja Viitteen 1 nojalla a = /2.

Varoitus: Raja-arvon olemassaolo on todistettava erikseen rekursiivisesti méaritellyille jonoille.

Esimerkki B.2.6. Olkoon

T1 =2, Tpi = , n=1,2...

Jos a = lim =z, olisi olemassa, niin

n—oo

a= lm zp4y = lm —o— = —
— a*—2a+1=0

— (a—12=0

— a=1.

Téssd tapauksessa raja-arvoa ei ole olemassa, ts. (x,) ei suppene.

Perustelu: 24 ) ) .
T, + x
n = = == - > n ) :1727 )
Tp+1 5 5 +2_x —1—2 n
silla
x? T
22, mn<?—1>20 — 2,>2 n=12

Todistetaan induktiolla, ettd x,, > 2, n=1,2,...

108



].) xr1 = 2.
2) Tehdéén induktio-oletus: zy > 2 jollakin k € Z., . Téll6in induktio-oletuksen nojalla

2 2
B+l 241 5

T =g — 2Ty =522
Induktioperiaatteen nojalla x, > 2, n = 1,2,... Tésté seuraa (induktiolla), etta
$n2xn_1+lzxn_z+2-12---2x1+(n—1)1=2+n_1,
2 2 2 2
kun n =1,2,... Siten jono (z,) ei ole rajoitettu eikd se suppene.

Esimerkki B.2.7. Olkoon

1 1 1 "1
=0

Osoita, ettd jono (s,) suppenee.

Ratkaisu: Selvasti (s,) on (aidosti) kasvava, silld s,,1 = s, + ﬁ > 8, kunn=1,2,.... Lisdksi

1 1
S< 1l
e T L T S ey

=14+1+(1 L + L1 +o L L
N 2 2 3 n—1 n

Edella on kéytetty ensin arviota % < m ja sitten osamurtohajotelmaa

1 k—(k-1) 1 1

(k—1)k (k—1Dk k-1 Kk
kun k= 2,...,n. Jono (s,) siis suppenee, koska se on kasvava ja rajoitettu. Voidaan osoittaa (tosin
ei helposti), ettd raja-arvo on Neperin luku e = 2,718281828459 . . ., toisin sanoen

S i

k=0

Esimerkki B.2.8. Olkoon z; = 1 ja x,,1 = %(azi +9),n = 1,2,... Osoita, ettd lukujono (z,)
suppenee ja maardda lim x,.

n—oo

Ratkaisu:

Viite 1: Jos (x,) suppenee, niin lim z, = 3.

n—oo

Todistus: Jos a = lim x,, on olemassa, niin

n—oo

1 1 249
a= lim z,,; = lim —(:pi+9):6((lim xn)2—|—9) _ ¢ ;_
— a®*—6a+9=0
= (a—3)*=0

— a=3.

109



Viite 2: 0 < x,, < 3 kaikillan =1,2,....

Todistus: Todistetaan véite induktiolla luvun n suhteen.

1) Viite on tosi, kunn =1,silla 0 < x; =1 < 3.

2) Induktio-oletus: Véite on tosi, kun n = k, toisin sanoen 0 < xj < 3.

Induktioviite: Viite on tosi, kun n = k + 1, toisin sanoen 0 < x4 < 3.
Induktiotodistus: Koska x; > 0, niin x4y, = %(xz +9) > 0 ja induktio-oletuksen nojalla

(Z2+9) 949
= < =3
Tpt1 6 6

(koska 0 < xp < 3, niin xi < 9). Siis 0 < x4 < 3. Induktioperiaatteen nojalla Véite 2 on tosi
kaikilla n € Z.

Viite 3 x4 > o, kaikillan =1,2, ...

Todistus: Viitteen 2 nojalla

1 n—3)?
In+1—$n:8(l’i+9)—l‘n:%>0,

joten z,41 > x, kaikillan € Z.

Téten jono (z,) on kasvava ja (ylhaaltd) rajoitettu, joten monotonisen suppenemisen lauseen nojalla
(x,,) suppenee. Viitteen 1 nojalla lim x, = 3.

n—oo

B.3 Osajonot

Maéritelméa B.3.1. Jonoa (y) sanotaan jonon (z,) osajonoksi, jos on olemassa sellaiset luvut

ny <mng < ... etta
Yp = Tp, kaikilla k =1,2,...

Magdritelmdn tarkoitus: Osajono saadaan alkuperiisesté jonosta jattdmalla pois tdmén alkioita ja
numeroimalla saadun jonon alkiot uudelleen samassa jérjestyksessa.

Huomautus B.3.2. (1) Jono (z,) on sellainen kuvaus z: Z, — R, ettd x(n) = x,. Olkoot nj, € Z
sellaisia, ettd n; < ny < ... Téll6in on olemassa kuvaus

o: 7y — {ni,ng, ...}, o(k)=n.
Osajono (x,,) on yhdistetty kuvaus
rxoo:Zi — R, (xoo)(k)=x(o(k)) =x(ng) =z,
(2) Huomaa, ettd aina nj > k.

1
Esimerkki B.3.3. Olkoot z,, = —, n = 1,2,... Seuraavassa on eriitd jonon (z,) osajonoja:
n

)

N | —

() = (r2) = (57 ) =

= = () -

A
= o=

Wl
| =
~|
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2°2 3 3

Lause B.3.4. Jos jono (z,,) suppenee kohti lukua a, niin sen jokainen osajono suppenee kohti lukua
a.

Kadntden jos jonon (x,) jokainen osajono suppenee, niin myos (x,) suppenee.

Todistus. Oletetaan, ettd lim z,, = a. Olkoon (yx) jonon (x,) osajono ja

n—oo

Yk = Tnp,, N > k.

Koska lim z,, = a, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n., etti

n—oo

|z, —a| <e kaikilla n > n..
Jos k > n., niin ny > k > n. ja
|y — al = |z,, —al <e, kun k > n..
Siten lim y, = a.
k—o0
Kédnteinen viite on selvi, silld (z,) on itsenséd osajono. O

Huomautus B.3.5. Lause B.3.4 antaa keinon todistaa, ettd jono hajaantuu. Riittda loytaé osajono,
joka ei suppene, tai kaksi osajanonoa, jotka suppenevat eri lukuja kohti. Muista kuitenkin, ettd yhden
osajonon suppeneminen e: takaa alkuperdisen jonon suppenemista.

1
Esimerkki B.3.6. Jono z,, = (—1)" (1 — —>, n=1,2,..., hajaantuu.
n

)

wirn
NIt
(SIS

Perustelu: x, =0, %, —= , %, —g, ... Jonolla (x,) on suppenevat osajonot (yx) = (xa),

1
Top = (—1)% (1 - %) — 1, kun k — oo (parilliset indeksit)

ja (k) = (p2r-1),
2k—1 1 - - :
Top—1 = (—1) <1 - m) — —1, kun & — oo (parittomat indeksit).

Koska osajonot suppenevat kohti eri lukuja, niin alkuperdinen jono ei suppene.
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Esimerkki B.3.7. Jono

1 g

—, n parillinen,
Tp =14 "N

n, n pariton

hajaantuu.

Perustelu: (x,) = 1,%,3,}1,5,%,7,... Osajono (yr) = (x9) = (Q—Ik) suppenee ja osajono (yx) =

(xor—1) = (2k — 1) ei ole rajoitettu, joten se hajaantuu. Siis (x,) hajaantuu.
Lause B.3.8 (Bolzanon—-Weierstrassin lause). Rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.
Todistus. Olkoon jono (z,) rajoitettu. T&ll6in on olemassa sellaiset m, M € R, ettd m < x, < M
kaikilla n = 1,2, ... Merkitddn a; = m ja by = M. Silloin
T, € [ay,by] kaikillan=1,2,...
Jaetaan vili [ay, b;] kahteen osaan keskipisteestaan

a1+b1

C1 = 5 .

Télloin ainakin toinen véleista [aq, ¢1], [e1, by] siséltdd ddrettoméan monta jonon (z,) alkiota, silld jos
molemmat sisdltaisivdt vain dérellisen monta jonon alkiota, niin koko jonossa olisi vain darellisen
monta alkiota.

(Huomaa, etta {x, | n = 1,2,...} voi olla &érellinen joukko, mutta sita ei saa samaistaa jonoon ().
Esimerkiksi jonon (z,) =1,2,1,2,... alkiot muodostavat joukon {z, |n=1,2,...} = {1,2}.)

Valitaan néisté vili, jossa on ddrettomén monta jonon alkiota ja merkitddn sité [aq, bo). Jatketaan

nain. Olkoon
ar + bk

2
vélin [ag, by keskipiste ja valitaan véleistd [ag, cx], [ck, bk] se, joka sisdltdéd ddrettomén monta jonon
alkiota. Merkitdan valittua valid [ag 1, bgy1]-

C —

Koska vilit [ag, bx], K = 1,2, ..., ovat sisdkkéiisii suljettuja vilejé, niin sisdkkiisten vélien periaatteen
(lause A.0.43) nojalla on olemassa sellainen z € R, ettd

g € ﬂ [ak,bk].

k=1
Toisaalta, koska vilien [ag, bg] pituus
bk—ak:bk_lg&:---:%HO, kun k£ — oo,
niin -
(law, bi] = {zo} -
k=1

Konstruoidaan sitten suppeneva osajono. Valitaan ny = 1, jolloin z,, € |ay, b;]. Valitaan sitten luvut
ni+1 induktiivisesti niin, ettd ngy > ni ja Tn,,, € [@rt1, bpgr). TAmé on mahdollista, silld jokainen
véli (a1, bpr1] sisdltdd ddrettomén monta jonon (z,,) alkiota.
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Nyt T,y To € [ak7 bk]v joten

b1 —a
|z, — o] §bk—akzﬁﬁo, kun k — oo.
Siis
0= fim
ja (z,,) kelpaa suppenevaksi osajonoksi. ]

Huomautus B.3.9. (1) Suppeneva osajono ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi jonolla z,, = (—1)",
n=1,2,... on suppenevat osajonot (zer) = 1,1,... ja (xer_1) = —1,—1,...

(2) Bolzanon—Weierstrassin lause yleistdd monotonisen suppenemisen lauseen. Bolzanon—Weierstrassin
lauseen nojalla erityisesti jokaisella rajoitetulla monotonisella jonolla on suppeneva osajono ja
monotonisuudesta seuraa, ettd alkuperédinenkin jono suppenee.

(3) Bolzanon—Weierstrassin lause voidaan todistaa myos monotonisen suppenemisen lauseen avulla,
silld jokaisella jonolla (ilman mitdén ehtojal) on aina monotoninen osajono (harjoitustehtéava).

(4) Voidaan todistaa, ettd Bolzanon—Weierstrassin lause on yhtapitéva taydellisyysaksiooman kanssa
(harjoitustehtavé).

Esimerkki B.3.10. Osoitetaan, etti jokaista a € [0, 1] kohti on olemassa sellainen jonon

osajono, joka suppenee kohti lukua a.

Jonon (z,,) alkiot ovat muotoa

m

k——|—17 misséik:1,2,...jam:1,2,...,k5,

olevia rationaalilukuja. Namé& luvut on jérjestetty ryhmiin, joilla on sama nimittdja k& + 1, kun
=1,2,...

Selvésti jono (x,) kéy lavitse (numeroi) kaikki vélin |0, 1] rationaalipisteet, toisin sanoen
{z,|n=1,2,...} =QnNI0,1J.

Olkoon a € [0, 1]. Haluttu, lukua a kohti suppeneva, osajono 16ytyy, kun todistetaan seuraava véite:
Jokaista k =1,2,... kohti on olemassa sellainen z,, € Q N]0, 1], ettd

1 .
|z, —al < — ja ng>ng.
k

Todistus: Valitaan ny = 1, jolloin z,, = % ja

|z, —al < 1.

Oletetaan sitten, ettéd indeksit nq < ng < --- < ny on valittu niin, etté

1
Tn, —al <=, j=12,... k.
J

113



Vili

]“kif‘”kh[mo’l[

on epétyhjé, joten seurauksen A.0.42 nojalla se sisdltdéd ddrettoméan monta rationaalilukua. Siten on
olemassa sellainen ny 1 > ny, ettéa

1
’l‘nk_H — (l| < kj——f—]_
Néin jono (x,,) saadaan méédriteltyd induktiivisesti. Jokaista k& = 1,2,... kohti on siis olemassa
sellainen z,, , ettd
1
|z, —al < =

Tasté seuraa, ettd

lim z,, = a.
k—o0

Seuraavat kisitteet ovat térkeitd analyysin jatkokursseilla. Olkoon (x,) rajoitettu jono, ts. on ole-
massa sellainen M > 0, etté |z,| < M kaikilla n € N.

(i) Maéaritelladan uusi jono (a,) asettamalla

a, = sup{zy | k > n} = sup xy.
k>n

Talloin

ani1 =sup{xg |k >n+ 1} = sup 2z < a,
k>n+1

(jos A C B, niin sup A < sup B), joten jono (a,) on vihenevé. Lisdksi

—M <z, <M kaikilla k

= —M <a, =supzr < M kaikilla n
k>n

= |a,| < M kaikilla n,

joten jono (a,) on rajoitettu. Lauseen B.2.3 nojalla (a,) suppenee ja lim a, = inf{a, | n =

1,2,...}. Talle raja-arvolle (ns. limes superior) kdytetaan merkintdd lim a, = lim supxz, =

lim sup z,,.
n—oo
(ii) Muodostetaan vastaavasti jono (b,), jolle b, = ’11>1f zr, n = 1,2,... Jono (b,) on kasvava ja
>n

kuten edelld nédhdédén, ettd |b,| < M kaikilla n. Siten lauseen B.2.3 nojalla (b,) suppenee ja
lim b, =sup{b, |n=1,2,...}.

Télle raja-arvolle (ns. limes inferior) kiytetaan merkintdd lim b, = lim inf 2, = liminf x,,.

n— 00 n—oo k>n n— 00

Huomautus B.3.11. Olkoon (z,) rajoitettu jono sekd U = lim sup x,, ja L = lim inf z,,. Todistukset

n—oo n—oo

sivuuttaen mainitaan, ettéd talloin

(i) L<U,

(ii) on olemassa sellainen osajono (z,,), ettd lim z,, = U,
k

— 00
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(iii) on olemassa sellainen osajono (z,,), ettd lim x,, = L,

l—o0
(iv) Jono (z,) suppenee jos ja vain jos L = U.

Esimerkki B.3.12. Merkitdédn U = limsup z,, ja L = liminf z,,.

n—00 n—oo

(1) Olkoon z, = (—1)", n = 1,2,... Talléin U = 1 ja L = —1. ja jono (z,) hajaantuu (vertaa
huomautuksen B.3.11 kohtaan (iv)).

(2) Olkoon z, = 25, n = 1,2,... Tilléin U = L = 1, joten huomautuksen B.3.11 kohdan (iv)
mukaan myos lim z,, = 1 (harjoitustehtéava).

(3) Olkoon z, =n(1+ (=1)"), n=1,2,... Télloin L =0 ja U ei ole olemassa (harjoitustehtavi).

B.4 Cauchyn jono

Maiaritelma B.4.1. Jonoa (x,) sanotaan Cauchyn jonoksi, jos jokaista £ > 0 kohti on olemassa
sellainen n. € 7, etté
|z, — | < € aina, kun n, m > n..

Mdidritelmdn tarkoitus: Kaikki jonon termit x,, ovat mielivaltaisen ldhelld toisiaan, kun n on riittdvén
suuri.

Huomautus B.4.2. (1) Vaikka Cauchyn jonon mééritelmi niyttdd melkein samalta kuin jonon
raja-arvon madaritelmé, siind on vain jonon termejé eikd mahdollista raja-arvoa.

(2) Ehto voidaan kirjoittaa muodossa:
| Ty, — Tpsp| < € aina, kunn >n. jap € Z,.

Varoitus: Cauchyn ehtoa ei voi kirjoittaa seuraavasti: jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen
n. € 7., etti
|ty — Tpy1| < € aina, kun n > n.

eli
lim (x, — z,41) = 0.

n—oo

Esimerkiksi kdy jono
(2) = 1, 15, 2, 25 92 3 31 32 33
xn - 27 9 37 3a ’ 47 47 47
Silloin lim (x,, — z,,+1) = 0, mutta (z,) ei ole Cauchyn jono (jono (x,) ei myoskéén suppene).

n—oo

Esimerkki B.4.3. Osoitetaan, etté jono (x,), , = =, n = 1,2,..., on Cauchyn jono.

Olkoon & > 0 mielivaltainen. Téll6in kolmioepayhtélon nojalla

1 1 1 1 e €
—— |-+ —< =+ = =¢g,

|xn—xm|:n m n m 2 2

kun n, m > g Siten n. voidaan valita (esimerkiksi) pienimméksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi

kuin 2.
€
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Esimerkki B.4.4. Osoitetaan, etti (z,), x, = "2, n = 1,2,..., on Cauchyn jono.

n ?

Olkoon € > 0 mielivaltainen. T&ll6in kolmioepayhtdlon nojalla

| n+2 m+2  |mn+2m—(mn+2n)|  |2m—2n
[0 = ] = n m '_’ nm _’ nm
—noom 2 2 ’

kun n, m > g. Siten n. voidaan valita (esimerkiksi) pienimméksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi
kuin f.

Esimerkki B.4.5. Osoitetaan, ettd jono (x,), , =14 (=1)", n=1,2,..., ei ole Cauchyn jono.

On siis osoitettava, ettd 10ytyy sellainen € > 0, ettd jokaista N € N kohti on olemassa sellaiset n,
m > N, ettd |z, — x| > €. Koska
’xn - xn+1| - 27

niin edelld voidaan valita ¢ = 2 ja ndhddén, ettd (z,) ei ole Cauchyn jono. Huomaa, ettd kaksi
perikkaistd termié riittavit vastaesimerkkiin.

Lause B.4.6 (Cauchyn suppenemiskriteeri). Reaalilukujono (x,) suppenee jos ja vain jos se on

Cauchyn jono.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (x,) suppenee ja ¢ = lim x,. Olkoon £ > 0 mielivaltainen.

n—oo

Té&lloin on olemassa sellainen ne, ettd
€ e
r, —a| < = kaikilla n > ne.
| | 5 kaikilla n > n<
Siten .-
|Tp — T < |xp —a| + |a — 2] < gt5=¢ kaikilla n, m > ne,
eli (x,) on Cauchyn jono.

7<": Olkoon (z,) Cauchyn jono.

Osoitetaan ensin, ettd jono (z,) on rajoitettu. Koska (x,) on Cauchyn jono, niin lukua ¢ = 1 kohti
on olemassa sellainen nq, etté

|z, — 2| < 1, kun n, m > ny
= |z,| <|op,| + |20 — 20y | < |2p, |+ 1, kun n > ny.
Lisaksi |z, | < max{|z1|,...,|zn,—1|}, kun n < n;. Téten
|z, < max{|zq], ..., T, 1], |Tn,| +1} = M kaikillan =1,2,...

eli jono (z,) on rajoitettu.
Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause B.3.8) nojalla jonolla (x,) on suppeneva osajono (x,, ). Mer-
kitdan

a= lim x,,

k—o0

ja osoitetaan, ettd tdmé on myds jonon (x,) raja-arvo. Kolmioepayht#lon nojalla

|z, —al < |xn_$nk| + |33nk —al.
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jokaisella n, k € Z. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska (z,) on Cauchyn jono, niin on olemassa
sellainen n., etté

€ /
|Tp — @0, | < 2 kun n, ng > n..

Koska jono (x,,) suppenee, niin on olemassa sellainen n”, etta
[0, — al < =, kun ng > n!
Tn, —a] <3, kunng > 7,

Valitaan kiinted ny > max{n., n”}. Silloin
€
2

elia = lim z,. O

n—oo

5
|z, —a] < =+ 5 =6 kaikilla n > n’,

Huomautus B.4.7. (1) Todistuksesta nidhdéén, ettd Cauchyn jono suppenee jos ja vain jos silld on
yksikin suppeneva osajono. Sama ominaisuus péatee monotonisille rajoitetuille jonoille, mutta ei
mielivaltaisille (rajoitetuille) jonoille.

(2) Cauchyn suppenemiskriteeri on yhtépitiva tdydellisyysaksiooman kanssa (harjoitustehtéva).

(3) Lauseen B.4.6 mukaan reaalilukujonon raja-arvoa ei tarvitse tietdd, kun osoitetaan, ettd jono
suppenee. Pelkkien jonon alkioiden tarkastelu riittas.

"1
Esimerkki B.4.8. Osoitetaan, ettd jono (s,), s, = Z =l n=1,2,..., suppenee eli raja-arvo
k=1

n

o
li i E 1 E 1
im s, = lim — = —
n—oo " n—oo kz kQ
k=1 k=1
on olemassa.

Tehdddn taméa osoittamalla, ettéd (s,) on Cauchyn jono. Olkoon € > 0. Jos m > n, niin

LR " 1
_ — — < I
ool = 2L < 2 k(k— 1)
k=n+1 k=n+1
" k+1—k " 1 1
B k:(k:—l)_z (k:—l_E)
=n-+1

k=n+1 k=

B 1 1 . 1 1 n L+ 1 1
\n n+1 n+1 n+2 m—1 m

1 1 1 1
=———<—<¢g kunn>-.
n m n €

Jos n > m, niin vaihtamalla edelld lukujen n ja m roolit ndhd&aén, ettéa
1 1
|sp — Sm| < — <e, kunm > —.
m €
Tasté seuraa, ettd

iy 1
|Sp — sm| < e kaikilla n, m > —,
€

joten (s,) on Cauchyn jono ja se suppenee Cauchyn kriteerin nojalla. On mahdollista todistaa, etta
I ™
im s, = —.

6

n—oo
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Esimerkki B.4.9. Osoitetaan, ettd jono (s,), s, = ,n=1,2, ..., hajaantuu. Nyt

1 n 1 1
n+1l n4+2 on — 2n 2’

‘3277, - Sn’ =

Valitaan € = % Télloin jokaista N € N kohti on olemassa sellaiset n > N jam = 2n > N, etté

1
|32n - Sn| Z 5 =g,
joten (s,,) ei ole Cauchyn jono eiki siten suppene.
Esimerkki B.4.10. Osoitetaan, ettéd jono (s,),
o 1 1 1 1 1 1
Sy = _1k’+l_:1__ - -, _1n+l_’
;( ) k 2 + 3 4 * ) +(=1) n
(e}
suppenee, toisin sanoen ettéd lim s, = Y (—1)¥'+ on olemassa.
n—00 k=1

Tehdédin tdmé osoittamalla, etté (sy) on Cauchyn jono. Olkoon € > 0. Olkoon aluksi m > n ja
osoitetaan, ettd |s,, — s,| < — kaikilla n = 1,2,... Tarkastelu on paras jakaa kahteen osaan sen
mukaan, onko m —n parllhnen Val pariton:

1. Jos m = n+ 2p (eli m —n on parillinen luonnollinen luku), niin

n—+2p

1
5 = al = Iswizy = sal = | D (-1
k=n+1
_‘ 1 1 R 1 1
S in4+1 n+2 m—1 m
1 1 P 1 1
T n+1l n+2 m—1 m
1 1 1 1 1 1
o+l n+2 n+3 m—2 m-—1 m
1
< kaikillan =1,2,...
n+1

2. Josm =n+2p+1 (eli m — n on pariton luonnollinen luku), niin

n+2p+1
|Sm — Sn| = [Sn42ps1 — Sn‘_‘ Z k“‘
k=n-+1
_‘ 1 1 . . 1 1 +1
Cin4+1 n+42 m—2 m-—1 m
B 1 1 n n 1 1 +1
n+1 n+ 2 m—2 m—-—1 m

B 1 1 1 1 1
n+1 n+2 n+3 m—1 m

L kaikillan =1,2, ...

n
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Néiden kahden kohdan nojalla

1 1 1
1S — Sn| < ——= < —<¢e, kunn>-.
n+1l n €

Jos toisaalta n > m, niin vaihtamalla edelld lukujen n ja m roolit ndhd&aén, etté

1 1
< —<e kunm > -.
m+1 m €

|Sp — Sm| <

Téasta seuraa, etté

[$n — sm| <&, kunn,m> -,
€

joten (s,) on Cauchyn jono ja suppenee Cauchyn kriteerin nojalla.

Lisétieto: Jonon (s,) raja-arvo on ns. alternoiva harmoninen sarja, johon palataan myéhemmin sar-
joja tarkastelevassa luvussa. Voidaan osoittaa, ettd tdma raja-arvo on

Z(—NH% = In2.

k=1

Huomautus B.4.11. (1) Kurssilla Analyysi I1I tutkitaan tdydellisid avaruuksia, jotka mééritelménséa
nojalla ovat sellaisia, ettd jokainen Cauchyn jono suppenee.

(2) Reaaliluvut voidaan konstruoida kayttamélla rationaalilukujen Cauchyn jonoja: Olkoot (),
(yn) Cauchyn jonoja, missi z,, y, € Q,n = 1,2, ... Maaritellddn ekvivalenssirelaatio ~ Cauchyn
jonoille asettamalla

(xn) ~ (yn) <= lim (x, —y,) =0.

n—oo

Reaaliluvut voidaan nyt mééritelld tdméin ekvivalenssin ekvivalenssiluokkina.
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