Sarjat ja integraalit

Harjoitus 1, kevéat 2012

Ennen laskarituntia saa tehtiviin apua tuutortuvasta (mat. laitos, 2. krs),
erityisesti ti 11-12 ja ke 14-15, mutta myos muulloin. Paikalle vot tulla yksin
tai porukalla.

1

2.

Todista, ettd funktio f: R — R, f(z) = 2z + 3 on tasaisesti jatkuva.

Anna esimerkki funktiosta joka jatkuva ja rajoitettu valilla |1, 2], muttei
tasaisesti jatkuva.

Olkoon f: R — R,

_Jr, kunz € Q,
f<x)_{0, kun z € R\ Q.

Todista, ettd f on jatkuva pisteessd 0 ja epajatkuva kaikissa muissa
pisteissa.

Maéritellaan funktio f : [—1,0[ U |0, 1] kaavalla

1, x>0,

f(z) = {—1 z < 0.

Milla ¢ > 0 funktio f on (a) jatkuva, (b) tasaisesti jatkuva joukossa
[—1,—t[ U ¢, 1]?

Olkoon f: [0,00[ = R, f(z) =22 ja g: [0,00[ = R, g(z) = /.

(a) Osoita, ettd funktio f on tasaisesti jatkuva joukossa [0, 3] mutta
ei joukossa [0, 0o].

(b) Osoita, ettd funktio g on tasaisesti jatkuva. Vihje: Osoita ensin,

etti I+ s < Vt++/s, kun t, s > 0.
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o 5k+1
1. (a) Mé&é&réas sarjan Z —— summa.

7k
k=1

(b) Milld arvoilla z € R\ {—3} sarja Z (
k=0

my6s néilla arvoilla sen summa.

2¢ — 1
3r+1

) suppenee? Laske

2. Tutki, esimerkiksi suppenemistestien avulla, suppenevatko sarjat

- = (cos k)* = si %
) Y e () Y (O Y
1\//~<;/<;+1) ~ 1+k pe
3. Anna esimerkki suppenevasta sarjasta . xy, xx > 0, jolle x;_zl — 1T,
=1

4. Oletetaan, ettd x, > 0 kaikilla £ = 1,2, ... Tutki seuraavien vaitteiden
paikkansapitavyytté.:

oo o
(a) Jos Y xj suppenee, niin Y 7 suppenee.
k=1 k=1

(b) Jos > xj suppenee, niin Y \/T) suppenee.
k=1 k=1

5. Geometrinen sarja Y, 2® on esimerkki sarjasta jonka termit ovat
funktioita. Téssa tapauksessa voimme soveltaa jatkuvuuden késitetté
myo6s sarjoihin. 1800-luvulla, ennen kuin analyysin formalisointia, A.
Cauchy (suppenemiskriteeristé tuttu) esitti sanallisen todistuksen seu-
raavalle vaitteelle:

Jos funktiot fj, ovat jatkuvia pisteessé xg ja f(z) := > 7=, fu()
suppenee (kaikilla ), niin my6s f on jatkuva pisteessé x.

Hénen perustelunsa oli seuraava:

Jokainen osasumma s, (z) on jatkuva, joten kun x on ldhella
xg:aa, niin s, (z) on ldhelld s,(xy):aa. Koska sarja suppenee,
on s, (zo) lahelld f(x):aa ja s,(x) lahelld f(x):aa. Siten f(x)
on lahelld f(xg), joten f on jatkuva.

Kirjoita Cauchyn argumenttien pohjalta todistus joka toteuttaa mo-
dernit vaatimukset paattelyn tdsmallisyydesta.
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1. Tutki, suppenevatko sarjat

L (—1)kt = kcos(k) (=1t
k=1 k=1 k=1
itseisesti tai ehdollisesti.
2. Tutki, suppenevatko sarjat
— (—1)F! - k-1 (k+1
a - b -1 In
(a) Z;ki%+3 (b) g;< ) n(——)

itseisesti tai ehdollisesti.

o0
3. Oletetaan, ettd xy > xpyq > 0 kaikilla k € Z ja ettd ) xj suppenee.
k=1
Osoita Cauchyn kriteerin avulla, etta klim kxyp = 0.
— 00

4. Anna esimerkki suppenevasta vuorottelevasta sarjasta i (—1)*zy, mis-
sé xp > 0, jolle k*xp — oo jokaiselle s > 0. =
5. Tutki, suppeneeko sarja
1 1 1 1
T3ty
siis xp = —k%, kun £ on parillinen, ja x; = %, muutoin. (Vihje: Tutki

sarjan positiivisten ja negatiivisten termien muodostamia sarjoja.)
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1. (a) Olkoon f: [-2,1] = R, f(x) = 2? —1. Laske yl- ja alasumma Sp
ja sp jaolle D = {-2,—1,0,1}.

(b) Anna esimerkki funktiosta f: [-2,1] — R jolle yld- ja alasumma
Sp ja sp jaolla D = {—2,—1,0, 1} ovat erisuuret, ja toinen funktio
mill& ne ovat yhté suuret.

2. Todista méaaritelmén avulla, ettd funktio

0, kun z #0,

frl=L = R, f(x):{l kun z =0

on Riemann-integroituva ja laske fj1 f(x)dz.

3. Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva sekd M = sup f(x) ja
z€[a,b]

m = ir[lfb} f(z). Todista, etté
xreE|a,

b
m(b— a) §/ flz)dz < M(b—a).

4. Tutkitaan funktiota f(z) = z? vililla [—1,1]. Mééritd sellainen vilin
jako D ettd Sp — sp < ﬁ.

(Téssé, kuten yleensd, Sp viittaa funktion f yldsummaan, sp alasum-
maan. )

5. Mééritelldadn f : [0, 1] — R kaavalla

L kumme=%in=12...,

0 muuten.

Osoita, ettd f on Riemann integroituva, ja laske fol f(z)dz.
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1. Olkoon f: [0,1] — R, f(z) = e*. Tutkitaan vélin [0, 1] tasavilisid jako-
ja D, = {0, %,%,...,% =1}, n € Z,. Laske Sp, ja sp,, kunn € Z,.

Laske myo0s raja-arvot

lim Sp, ja lim sp,.
n—o0 n—oo

2. Olkoon
z, kun0<z <1,

1, kunl <z <3.

f:10,3] = R, f(ac)—{

Tutki, missé pisteissd funktio F: ]0,3[ = R, F(z) = [ f(t)dt on
derivoituva ja laske F'(z) niissd pisteissd. Piirrd funktioiden f ja F
kuvaajat.

3. Laske f'(z), kun

4. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Osoita huo-
lellisesti perustellen, etté jos f(z) < g(x) kaikilla x € [a, b], niin

/a  fla)de < / gl .

Osoita lisdksi, ettd jos f(x) > 0 kaikilla x € [a, b], niin F': [a,b] — R,
F(z) = [T f(t)dt on kasvava. Jos f on jatkuva, milld toisella tavalla
tdamén kasvavuustuloksen voisi todistaa?

5. Sanomme, ettd funktio f: A — R on rajoitetusti heilahteleva, jos on
olemassa kasvavat funktiot g,h: A — R siten, ettd f = g — h. Osoita,
ettd funktio on Riemann integroituva jos se on rajoitetusti heilahteleva.
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1. Méaaraa funktion
2= R, f(x) :/ sin(e') dt
1

paikalliset &ariarvokohdat. Saavuttaako f suurimman arvonsa valilla
[1,2], entd pienimmén arvonsa?

2. Madrittele funktio f : [—1,1] — R siten, ettd funktio F': [-1,1] — R,

Fa) = [ s,

toteuttaa ehdon F'(z) = |z|. (Vihje: tarkastele erikseen tapauksia x < 0
jax >0.)

Tutki, péteeké Lauseen 3.2.4 (Analyysin peruslause, osa I) véittdmét
(i) ja (ii) télle funktiolle.
1 1
[ el s,
—1

epéoleellisuus kohdat? Suppeneeko epéoleellinen Riemann integraali?

3. Mitka ovat integraalin

4. Tutki, suppenevatko integraalit

OoesinQ:z: o] 1
d b —dux.
W [ o) [ g

5. Anna esimerkki funktiosta f : [—1,1] — R jolle

1-2s 1—s
lim f(x)dz # lim f(x)dx.

s—0 “1+4s s—0 —142s
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1. Tutki, milld s € R integraali
1 1 oo S
(a) / T4 (b) / A
0 s . 1+

2. Muotoile ja todista majorantti- ja minoranttiperiaate ei-positiivisille
funktioille.

suppenee.

3. Oletetaan, ettd f :]a,b] — R on rajoitettu ja, ettd se on Riemann
integroituva jokaisella suljetulla valilla [c,b], a < ¢ < b. Osoita, etté
funktion f epéoleellinen integraali vélilla |a, b] suppenee.

4. Tutki suppeneeko integraali

/°° sin x p
———=ax
L 2?4

itseisesti, ehdollisesti vai ei lainkaan.
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:L.n

- 1+ zn’

1. Olkoon f,: [0,00] = R, fu.(2) n=12...

(a) Todista, ettd jono (f,) suppenee pisteittiin joukossa [0, ool.

(b) Todista, ettd jono (f,) suppenee tasaisesti jokaisella valilla [0, d],
missa 0 < b < 1.

(c) Todista, ettéd jono (f,) el suppene tasaisesti vélilla [0, 1].

2
2. Olkoon f,: R = R, f.(z) = a —i—nx) n=1,2,... Todista, ettd
n

(a) lim f,(z) = f(z), missd f: R — R, f(z) = z.

n—oo
(b) jono (f,) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f joukossa R (vaikka
rajafunktio on jatkuva).

3. Olkoon f,: R — R, fu.(x) = = + %, n=12...jaf:R = R,
f(z) = x. Todista, ettéd jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f
joukossa R, mutta jono (f2) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f.

4. Anna esimerkki jonosta f,: [0,1] — R, n =1,2,..., jonka kaikki funk-
tiot f,, n =1,2,..., ovat epdjatkuvia jokaisessa pisteessd x € [0,1] ja
joka suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa funktiota f: [0,1] — R.

5. Laske summafunktiot sarjoille

k o

(a) Z%, () > k.

k=1
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1. (a) Miirdi sarjan Y (—1)%23% 1 suppenemissiide ja summafunktio.
k=0

(b) Olkoon f(z) = (14 z)% a # 0, ja oletetaan tunnetuksi, ettd f(z) =
5™ apa®. Midrds timin perusteella kertoimet ay (vihje: derivoi sarja,
kerro luvulla 1 + ja vertaa kertoimia).

2. Laske derivaatta f*)(z0), kun

(a) f(l’)zl_{l_$, xo=0, k=42
1
(b) flz) = 2225 12

(¢) f(z)=2’In(1+2x), x0=0, k= 2000.

3. Tutki, milla x € R sarjat

= k k(x —2)F
(a) Z k+1xk’
c~3 — Ck+1
suppenevat.

4. Johda seuraavat Taylorin sarjat kayttdmalld annettuja yhtdsuuruuksia ja
maara sarjojen suppenemissateet:

o 2kl
(a) sinhz = ik hyperbolinen sini sinhx = 1(e” — e™®),
=0
> 92k—1
(b) sin?z = Z(—l)kﬂmx%, sin®z = $(1 — cos 2x).
k=1 '
(Muita hyperbolisia funktioita ovat coshz = 1(e” + e™*) ja tanh z = St )

5. Olkoon potenssisarjan Y ayz* suppenemisside R. Olkoot ¢ € R jan € 7,

vakioita. Méaraa potenssisarjojen

oo o0 [e.e]
Z apcta®, (b) Z apx™, (c) Z apx™t
k=0 k=0 k=0

suppenemissiteet. Huomaa, ettéd tassa ei tiedetd, toimiiko suhde- tai juuri-
testi annetulle sarjalle.



