Analyysi I
Harjoitus 1, kevét 2010 (viikko 2)

1. Maaraa huolellisesti perustellen supremum ja infimum joukoista

a) A:=]1,2[U]4,5] b) B:= {%—i—(—l)”

n:1,2,...}

(kannattaa piirtdé ensin kuva, jotta selvidd, miké vastaus on ennen kuin
sitd yrittda perustella). Onko néilld joukoilla minimié tai maksimia?

2. Olkoot A, B C R rajoitettuja joukkoja. Osoita, ettd myés A U B on
rajoitettu.

3. Olkoot A C R. Madritelldén joukko —A := {z € R| —z € A}. Piirré
esimerkki joukoista A ja —A. Osoita, ettd sup A = —inf(—A).

4. Todista, etta

6[07%}:{0} ja fj[n,oo[:(]).

5. Oletetaan, ettd A C R, A # 0, A on alhaalta rajoitettu ja ettd m on
joukon A alaraja. Todista, ettd m = inf A jos ja vain jos jokaista ¢ > 0
kohti on olemassa sellainen z € A, ettd x < m + &.

Opastus: Muokkaa luentojen lauseen 1.11 todistusta.
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Harjoitus 2, kevit 2010 (viikko 3)

1.

6*.

Todista huolellisesti perustellen, etté

lim 27" = 0.

. Todista huolellisesti perustellen, etta

142440 1
lim = —.
n—00 n? 2

Vihje: Kéayta aritmeettisen summan kaavaa.

Osoita huolellisesti perustellen, etté jono (z,,), z, = (=1)"(1 — 1) ha-
jaantuu.

(a) Todista, ettd jos lim z,, = a, niin lim |z,| = |a|.
n—oo n—oo
(b) Keksi esimerkki jonosta, jolle lim |z,| = |a|, mutta jolle raja-
n—oo

arvoa lim x,, ei ole olemassa.

n—oo

(c) Todista, ettd lim z,, = 0 jos ja vain jos lim |z,|=0.

n—oo

. Tutki huolellisesti perustellen, ovatko seuraavat véaitteet tosia vai epé-

tosia.

) Jos (z,,) ei ole rajoitettu, niin lim x, = oo tai lim z,, = —oo.
n—oo n—oo

(a

(b) Jos (x,) ja (y,) ovat rajoitettuja, niin (x,, + y,) on rajoitettu.
(c) Jos (x,)ja (y,) eivit ole rajoitettuja, niin (z,+y,) ei ole rajoitettu.
Oletetaan, ettéd jokaisella alkuluvulla p > 2 tiedetdén, ettd (osa)jono

Tpn )y suppenee kohti lukua a, € R. Voiko siita paatella, etta jono
) kohti lukua a, € R. Voiko siité pédtelld, ettd |
()52, suppenee? Enté jos a, = a kaikilla p (eli raja-arvo on sama)?



Analyysi I

Harjoitus 3, kevit 2010 (viikko 4)

1.

6*

Olkoon
r1=1 ja zpp1=22,+1, n=12,...

Tutki, suppeneeko jono ().

. Olkoon

r1=1 ja zpy1=vr,+6, n=12,...
Todista, ettd jono (x,) suppenee ja méérita sen raja-arvo. (Huomaa,
etté koska funktio v/z on jatkuva, niin lim /y, = ,/lim y,, kun jono
(yn) suppenee.) o o

Olkoon z, = sin (%), n=12...

(a) Méérita joukko {x, | n=1,2,...}.

(b) Tutki minkélaisia suppenevia osajonoja jonolla (x,) on.

. Tutki huolellisesti perustellen, ovatko seuraavat vaitteet tosia vai epa-

tosia.

(a) Jos jono (z,) on rajoitettu, niin jono (%*) suppenee.
(b) Rajoitetun jonon kaikki osajonot ovat rajoitettuja.

(c) Hajaantuvan jonon kaikki osajonot hajaantuvat.

Bolzano—Weierstrafsin lauseen todistuksessa todetaan, ettéd ainakin toi-
nen valeista [ag, cx] ja [cg, by] sisdltdéd ddrettomén monta jonon alkiota.
Onko mahdollista, ettd molemmat vélit sisaltavit darettoméan monta
pistetta

(a) jollakin k7

(b) kahdella k7

(c) kaikilla k?

Mité kussakin tapauksessa voi péatelld siitd, suppeneeko jono?

Olkoon z, = (=1)"(1—1), n = 1,2,..., harjoituksen 2 tehtévin 3
jono. Laske raja-arvot

limsupx, = lim (sup xk) ja  liminfx, = lim (inf mk)
n—00 n—00 ">y n—00 n—oo ‘k>n



Analyysi I

Harjoitus 4, kevit 2010 (viikko 5)

1.

3-9.

6*.

Olkoon (z,,) jono seké (yx) = (z2r) (parilliset indeksit) ja (z) = (var—1)
(parittomat indeksit) sen osajonoja. Oletetaan, etté

lim y, = lim 2, = a.
k—o00 k—o00

Osoita, ettd myos lim z, = a.

Olkoon x, = ;= jay, = 1 — (=1)" + 1 n=1,2,... Todista Cauchyn
jonon maéaaritelméa kayttaen, etté

a. (x,) on Cauchyn jono; ja

b. (y,) ei ole Cauchyn jono.

Vastaa funktiotestiin.

Jono (z,,) toteuttaa ehdon |22 — 27| < EE aina, kun n, k € Z,.. Osoita,
ettd (22) on Cauchyn jono. Seuraako tésté, etté (z,,) on Cauchyn jono?



Analyysi I
Harjoitus 5, kevit 2010 (viikko 7)
1. Olkoot Ay C R, k € Z,, avoimia joukkoja. Osoita, ettd niiden yhdiste

Upe; A on avoin. Olkoon n € Z,. Osoita, ettd leikkaus (,_, Ax on
avoin.

2. Perustele tarkasti seuraavat vaitteet:

(a) Joukko |—1,2[ on avoin ja 2 on sen kasautumispiste.
(b) Joukko [—1,2] on suljettu.

(c) Joukko |—1,2] ei ole avoin eikéd suljettu.

3. Maaraa joukon {% e | ’%| < \/5} kasautumispisteet.

4. Todista huolellisesti perustellen, etté lim 23 = 8 ja lirq z% = 1. Maarita

r—2

sellainen ¢ > 0, etté

5]

x2

1

— k -1 :
< 1000’ un 0 < [z —1| <9

5. Olkoon

1, josx=+1,+5 45,

0  muulloin.

f-L1] =R, f(z)= {

Tutki, ovatko seuraavat raja-arvot olemassa:

(a) lim f(x), (b) lim f(z), (c) lim f(x).

x—3/8 z—1/4 z—0

6*. Ovatko seuraavat viitteet tosia? Anna todistus tai vastaesimerkki.
(a) Jos A C R on avoin, niin A = [J;_,Jay, by[ jollakin ag, b, € R U
{_007 +OO}'

(b) Jos ' C R on suljettu, niin F = U, [ax, b] jollakin ay, by €
R U {—o00, +o0}.



Analyysi I
Harjoitus 6, kevit 2010 (viikko 8)

1. Olkoon ¢, ¢ > 0 vakioita, A C R ja xy € A. Oletetaan, ettd kaikilla
€ > 0 on olemassa 0 > 0 siten, etta

|f(x) — f(z0)] < ce ainakun z € A ja |z — xo| < 0.

Osoita, ettd f on jatkuva pisteessi xg.
2. Olkoon
) k e )
FRoR,  fl) = r, kunz e Q
0, kunz e R\ Q.

Todista, ettd f on jatkuva pisteessd 0 ja epédjatkuva kaikissa muissa
pisteissa.

3. Olkoon f: [0,00] = R, f(z) =2*ja g: [0,00] = R, g(z) = /.
(a) Osoita, ettd funktio f on tasaisesti jatkuva joukossa [0, 3] mutta
ei joukossa [0, 0o.
(b) Osoita, ettd funktio g on tasaisesti jatkuva. Vihje: Osoita ensin,

ettd I+ 5 <Vt ++/s, kun t, s > 0.

4. Oletetaan, ettd f: R — R on jatkuva pisteessé xq € R. Todista, etta
jos f(xg) > 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd

o)

2>O

f(z) >
kaikilla |z — zo| < 0.

5. Olkoon f: R — R funktio, joka on jatkuva pisteessi 0 ja jolle pétee

1
|f(@)] < ] kaikilla 2 # 0.

Todista, ettd funktio f on rajoitettu.

6. Oletetaan, ettd f: R — R ja g: R — R ovat (koko joukossa R) jat-
kuvia funktioita ja ettd f(z) = g(x) kaikilla x € Q. Todista, ettd
f(z) = g(x) kaikilla = € R.
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Harjoitus 7, kevit 2010 (viikko 9)

1.

2-3.

0 5k+1

(a) Mééréds sarjan
k=1

(b) Milld arvoilla € R\ {-1} sarja Z (

my6s néilla arvoilla sen summa.

7k sumima.

20 — 1
3z +1

) suppenee? Laske

Tutki, esimerkiksi suppenemistestien avulla, suppenevatko sarjat

00 1 00 0 3k
() 2 mrar kz_;k?’ @ 2 57

k=1 k=1
- 1 (cos k)k > sin +
WY @ S T
1 VR(E+1) o Lk = P
Oletetaan, ettd x;, > 0 kaikilla & = 1,2,... Tutki seuraavien vaitteiden
paikkansapitavyytta:

o0
(a) Jos > x; suppenee, niin Y 2 suppenee.
k=1 k=1

(b) Jos > xj suppenee, niin ) /x) suppenee.
k=1 k=1

Geometrinen sarja Y - ¥ on esimerkki sarjasta jonka termit ovat funk-

tioita. Téssd tapauksessa voimme soveltaa jatkuvuuden késitettd myos
sarjoihin. 1800-luvulla, ennen kuin analyysin formalisointia, A. Cauchy
(suppenemiskriteeristd tuttu) esitti sanallisen todistuksen seuraavalle véit-
teelle:

Jos funktiot f, ovat jatkuvia pisteessé zo ja f(z) := > p, fr(x)
suppenee (kaikilla x), niin my6s f on jatkuva pisteessé .
Hénen perustelunsa oli seuraava:

Jokainen osasumma s,(x) on jatkuva, joten kun x on ldhelld
xg:aa, niin s,(x) on lahelld s,(xy):aa. Koska sarja suppenee, on
sn(xo) lahelld f(zg):aa ja s,(x) lahelld f(z):aa. Siten f(z) on
lahelld f(zg), joten f on jatkuva.

Kirjoita Cauchyn argumenttien pohjalta todistus joka toteuttaa modernit
vaatimukset padttelyn téasmallisyydesta.



Analyysi I
Harjoitus 8, kevét 2010 (viikko 10)

1. Tutki suhde- tai juuritestin avulla seuraavien rajojen suppenemista:

k=1 k=1 k=1 k=1
2. Tutki, suppenevatko sarjat
L (—1)kt . kcos(k) (=1t
@ 2 gr  ® 3 ©) 2 e
k=1 k=1 k=1
itseisesti tai ehdollisesti.
3. Tutki, suppenevatko sarjat
— (—)! - 1. (K F1
a _— b -1 In
EB N =R (=)

itseisesti tai ehdollisesti.

4. Oletetaan, ettd a > b > 0. Tutki, suppeneeko sarja

b+a b+a b+
“T9T 3T 4Ty 6T

Miksi Leibnizin lausetta ei voi soveltaa tdmén sarjan suppenemisen
tarkasteluun?

o0
5. Oletetaan, ettd xj > x 1 > 0 kaikilla k € Z ja ettd > xy suppenee.
k=1

Osoita Cauchyn kriteerin avulla, ettd lim kxp = 0.

k—o0



Analyysi I
Harjoitus 9, kevét 2010 (viikko 11)
1. (a) Olkoon f:[-2,1] — R, f(z) = z*> — 1. Laske yli- ja alasumma Sp
ja sp jaolle D ={-2,—1,0,1}.

(b) Anna esimerkki funktiosta f: [-2,1] — R jolle yli- ja alasumma
Sp ja sp jaolla D = {—2,—1,0, 1} ovat erisuuret, ja toinen funktio
milla ne ovat yhta suuret.

2. Todista méaritelméan avulla, ettd funktio

0, kun z #0,

frlbi =R, f(x):{l kun x =0

on Riemann-integroituva ja laske f_ll f(z)da.
3. Todista méaritelmén avulla, ettd funktio

-1, kuin0<z <1,
1, kun 1 <z <2

f:10,2] = R, f(x):{

on Riemann-integroituva ja laske f02 f(z)dx.

4. Olkoon

1

00,1 - R, flz)= {5’

0, muulloin.

kunz =1, n=1,23,...,

Todista, ettd f on Riemann-integroituva ja laske fol f(x)dx.

5. Sanomme, ettd funktio f: A — R on rajoitetusti heilahteleva, jos on
olemassa kasvavat funktiot g,h: A — R siten, ettd f = g — h. Osoita,
ettéd funktio on Riemann integroituva jos se on rajoitetusti heilahteleva.

6. Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva sekd M = sup f(x) ja
z€la,b]

m = il[lfb} f(z). Todista, etta
z€[a,

m(b— a) S/ f(z)dz < M(b—a).



Analyysi I
Harjoitus 10, kevét 2010 (viikko 12)

1. Olkoon
r, kan0 <z <1,

1, kunl1l <z <3.

f:10,3] = R, f(a:):{

Tutki, missé pisteissi funktio F': ]0,3[ — R, F(z) = [, f(t)dt on
derivoituva ja laske F'(z) niissd pisteissd. Piirrd funktioiden f ja F
kuvaajat.

2. Luentomonisteessa todistetaan, etté pisteessa o derivoituva funktio on
myo6s jatkuva pisteessd zg. Oletetaan nyt, ettd f :]a,b[— R on derivoi-
tuva, jolloin siis my6s f on jatkuva joukossa |a, b[. Onko f valttdmatta
tasaisesti jatkuva? Enté jos oletetaan lisiksi, ettd f’ on rajoitettu tai
jatkuva?

3. Laske f'(z), kun
2x ) 2x )
@ S = [ et ) = [ et
0 T
4. Maaras funktion

fiL2] >R, f(x):/lxsin(et)dt

paikalliset &ariarvokohdat. Saavuttaako f suurimman arvonsa valilla
[1,2], entd pienimmén arvonsa?

5. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Osoita huo-
lellisesti perustellen, etté jos f(z) < g(x) kaikilla x € [a, b], niin

/abf(x) dz < /abg(:c) dz.

Osoita lisdksi, ettd jos f(x) > 0 kaikilla x € [a,b], niin F': [a,b] — R,
F(z) = [T f(t)dt on kasvava. Jos f on jatkuva, milld toisella tavalla
tdmén kasvavuustuloksen voisi todistaa?



Analyysi I
Harjoitus 11, kevét 2010 (viikot 13 ja 14)

1. Tutki, milld s € R integraali
"1+z < xf
d b d
@ [ e w) [ o

2. Tutki, suppenevatko integraalit

Ooesin2:c o] 1
d b —dux.
W [ o) [ g

3. Muotoile ja todista majorantti- ja minoranttiperiaate ei-positiivisille
funktioille.

suppenee.

4. Tutki suppeneeko integraali

* sinx
———~—dz
L 22+
itseisesti, ehdollisesti vai ei lainkaan.

5. Oletetaan, ettd f :]a,b] — R on rajoitettu ja, ettd se on Riemann
integroituva jokaisella suljetulla vélilla [c,b], a < ¢ < b. Osoita, etté
funktion f epéoleellinen integraali vélilla |a, b] suppenee.



Analyysi I

Harjoitus 12, kevét 2010 (viikko 15)

1.

6*.

l,n

= ,n=172
1+ 27

g Ly oo e

Olkoon f,: [0,00] — R, f.(z)

(a) Todista, ettd jono (f,) suppenee pisteittiin joukossa [0, ool.

(b) Todista, ettd jono (f,) suppenee tasaisesti jokaisella vililla [0, 0],
missa 0 < b < 1.

(c) Todista, ettéd jono (f,) el suppene tasaisesti vélilla [0, 1].

2
Olkoon f,: R — R, f.(z) = Tt n;v7 n=1,2,... Todista, ettd

n

(a) lim f,(z) = f(x), missd f: R — R, f(x) ==.

(b) jono (f,) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f joukossa R (vaikka
rajafunktio on jatkuva).

. Anna esimerkki jonosta f,,: [0,1] = R, n=1,2,..., jonka kaikki funk-

tiot f,, n =1,2,..., ovat epédjatkuvia jokaisessa pisteessd x € [0,1] ja
joka suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa funktiota f: [0,1] — R.

Olkoon f,: R — R, fu(z) = 2+ 2, n =1,2,..,ja f: R — R,
f(z) = x. Todista, ettéd jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f
joukossa R, mutta jono (f2) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f.

Laske summa

@ T © X

O k
Osoita, etta sarja Z(—l)“l%
h=1

relliselld vélilla [a, b], mutta ei suppene itseisesti milld&n muuttujan x
arvolla. (Vihje: Leibnizin lause osoittautuu hyodylliseksi.)

suppenee tasaisesti jokaisella a&-



Analyysi I
Harjoitus 13 & 14, kevit 2010 (viikot 16-17)

1. Tutki, milld € R sarjat
- b b e
0 gt 0 LN
suppenevat.

2. Laske summafunktiot sarjoille
D YT m S
k=1 k=1

3. (a) Mairiaa sarjan Y (—1)k23**+! suppenemissiide ja summafunktio.
k=0

(b) Olkoon f(x) (14 x)% a # 0, ja oletetaan tunnetuksi, etta

flx) = Z apx®. Madrds tdmin perusteella kertoimet aj (vihje:

derivoi sarJa, kerro luvulla 1 + x ja vertaa kertoimia).

4. Johda seuraavat Taylorin sarjat kiyttamaéalld annettuja yhtasuuruuksia
ja maara sarjojen suppenemissateet:

0 2kl

(a) sinhx = ek hyperbolinen sini sinhx = (e” — e™®),
k=0 '

N re1 2 o N D

(b) sin®x = Z(—l) wx ,  sin"x = 5(1 — cos 2z).
k=1 '

(Muita hyperbolisia funktioita ovat coshz = 1(e” 4+ ¢™*) ja tanhz =

sinh

Coshx')

o0
5. Olkoon potenssisarjan Y. azz* suppenemisside R. Olkoot ¢ € R ja
k=0
n € 7. vakioita. Maédraéd potenssisarjojen

o0 o0 o0

(a) Zakckx’“, (b) Zakx"k, (c) Za;@’“”

k=0 k=0 k=0

suppenemissiateet. Huomaa, etté téssa ei tiedetd, toimiiko suhde- tai
juuritesti annetulle sarjalle.



10.

11.

12%*.

. Anna esimerkki potenssisarjasta jonka summalle f pétee

(a) f(0)=0,f1)=2,  (b) f(0)=0,f(1)=2,
Voiko potenssisarjan vaita niin, ettd sen suppenemisside on 17 Tai oo?
"
(a) Maaraa sarjan f(z) = > o suppenemisside.
k=0 K
(b) Osoita, etta f'(z) = f(x) kaikilla = € R ja ettd f(0) = 1.
(c) Padttele (b)-kohdan perusteella, ettd f(x) = e”. (Ohje: derivoi
f(x)e™)

Laske derivaatta f*)(x), kun

(a) f(x)= , x0=0, k=142,

= =1 k =100
{E2—2$+2’ ) ) ’

(¢) f(z)=2’In(1+2x), x0=0, k= 2000.

Magraé funktioiden
sin ja Ccos T

Taylorin sarjat pisteessd xy = 0. Todista, ettd ndmé sarjat suppenevat

kaikilla = € R.
Madrad, mikali mahdollista, funktion z +— % sarjaesitys pisteessa
(a) To = —1, (b) To = O, (C) To = 1.

Laske Taylorin sarjojen avulla raja-arvot

1— ing —
(a) lim COSiL‘7 (b) lim S1n T x

=0 12 z—0 (e? —1)3°

Muodosta Taylorin sarja pisteessd 0 funktiolle

2

ffTR-=R, flz)=e".

Johda tdméan avulla sarjaesitys integraalille fox et dt, z € R, ja laske

integraalille
1= / e dt
0

likiarvo, joka eroaa oikeasta arvosta vihemmén kuin 107°.

Wl



