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Alkusanat

Taméa luentomoniste on tarkoitettu kiytettaviksi Oulun yliopiston Matemaattisten
tieteiden laitoksen kurssilla Analyysi 2.

Monisteen alkuperd on Vesa Mustosen luennoissa, ja alkuperdisesta kirjoitustyosta
vastasi Janne Oinas. Syksylld 2006 kurssin rakenne muuttui sen verran paljon, etté oli
mielekédstd ruveta kokoamaan materiaalin uudella tavalla, samalla kun osa késitellyista
asioista vaihdettiin. Tamé& uusimis prosessi jatkuu edelleen, ja kaikki (konstruktiiviset)
kommentit ovat tervetulleita.

Uudistamistyossé on ainakin seuraavat tavoitteet:

e Liséta lauseiden ja esimerkkejen ympérille vihdn enemmén kokoavaa tekstié.

e Kytked differentioituvuuden méaritelma tiiviimmin yhteen approksimaation kans-
sa.

e Sclkeyttdd integraalilaskennan osalta tyonjakoa tdmén kurssin ja Analyysi 3:n
valilla.

Suosituksia opiskelutavoista

Kurssilla yleistetddn monta differentiaali- ja integraalilaskun, Perusmetodit I ja Ana-
lyysi I kursseilta tuttua, tyokaluia yhdestd ulottuvuudesta useampaan ulottuvuuteen.
Koska nama asiat, erityisesti integraalit kiydéan syvilliselld ja modernilla tavalla 1api
kurssilla Analyysi I11, ei talld kurssilla ole samanlaista painotusta todistuksiin kuin kurs-
seilla Analyysi I ja III.

Tarkedta on sen sijaan kasitteellisen ymmarryksen kehittdminen ja ongelman ratkai-
sutaidot. Luennolla esitetddn usein uuteen kisitteeseen liittyen vain yksi tai muutama
esimerkki: mikili tdma ei ole riittdvaa kannattaa omatoimisesti generoida yksinkertai-
sia tehtavia joissa testaa kasitteen tai maaritelman toimivuutta. Esimerkiksi jokaisen
kuvauksia koskevan késitteen kohdalla kannattaa selvittdd itselleen, mité se tarkoittaa
lineaarikuvauksen tapauksessa.

Kurssin harjoitustehtévit kannattaa ehdottomasti yrittdd ratkaista itsendisesti tai
ryhmaéssa. Pidd mielessé, ettd ongelma on méaritelmén mukaan tehtdava jolle ei ole heti
nahtavissa ratkaisu. Koska tavoitteena on harjoitella ongelman ratkaisu, on osa tehta-
vistakin sellaisia, ettd niitd joutuu mitettimadn. Tata ei voi valttaa, silla matemaattisia
ongelmai oppii ratkomaan ainoastaan ratkomalla niita.

Kurssin oheislukemistoksi sopii melkein miké tahansa kirja jonka nimi on “Calculus
of Several Variables”, tms. Esimerkiksi seuraavat kirjat 16ytyvat Oulun yliopiston kirjas-
toista:

e R. Ellis: Calculus one and several variables

e C. Goffman: Calculus of several variables

e S. Lang: Calculus of several variables

e A. Persson & L.-C. Boiers: Analys i flera variabler

e V. Purmonen: Differentiaali- ja integraalilaskentaa usean reaalimuuttujan funk-
tioille

iii



e S. Salas: Calculus one and several variables with analytic geometry

iv



LUKU 1

Johdanto

Usean muuttuja differentiaali- ja integraalilaskennassa otetaan kayttoon lukiossa ja
peruskursseilla kehitetyt menetelmét kahden ja kolmen ulottuvuuden ongelmissa. Ottaen
huomioon, ettd elimme (ainakin) kolmeulotteisessa avaruudessa, on tdmé yleistys var-
sin luonnollinen ja kdyttdnnon sovellusten kannalta térked. Téssd on kolme fysikaalista
esimerkkid siitd, mihin tdmaéan kurssin menetelmét voidaaan soveltaa.

a) Lampotila T kolmiulotteisessa tilassa riippuu paikasta eli koordinaateista z, y
ja z. Siis T = T(z,y,z). Lampétila voi riippua my6s ajasta ¢, jolloin T =
T(x,y, z,t). Malliongelmia: missé tilan pisteessd lampotila on suurin tai pienin
ja mihin suuntaan lampdotila muuttuu voimakkaimmin?

b) Annettun materiaalikappaleen tiheys p riippuu koordinaateista x, y ja z. Siis p =
p(x,y, z). Malliongelma: miten kappaleen massa, painopiste ja hitausmomentti
voidaan maarata tai laskea kappaleen tiheyden avulla?

c¢) Sahkoinen voimakenttd (magneettikenttd, vetovoimakentta). Kuhunkin tila-avaruuden
(x,y, z) pisteeseen liittyy vektori U = U(z,y, z), joka ilmaisee voiman suunnan
ja suuruuden. Siis

U(z,y,2) = (ul(az,y,z),uQ(m,y,z),uQ,(:E,y,z)).

Malliongelmia: miké tyé on tehtédva, jotta annettu pisteméinen varaus siirtyisi
pisteestd P; pisteeseen P, kiyrdaa C pitkin?

k
A P2




2 Luku 1. Johdanto

Differentiaali- ja integraalilaskenta on alunperin kehitetty nimenomaan tdmén tyyp-
pisten fysikaalisten suureiden kuvaamiseen. Samat menetelmét ovat kuitenkin myShem-
min osoittautuneet hyddylliseksi myos esim. taloustietelliisten mallien tutkimisessa. Nais-
sé tapauksissa ongelman ulottuvuudet eivit yleensa vastaa fysikaalisia ulottuvuksia. Esi-
merkkind, muuttuja z; saattaa kuvata kuinka paljon yritys ostaa raaka-ainetta . Jos yri-
tys tarvitsee tuotantoaan varten 73 raaka-ainetta voidaan ostettua raaka-ainetta kuvata
73 ulotteisella vektorilla (z, ..., zr3) avaruudessa R™.

Koska haluamme kattaa myos jalkimmaéisentyyppiset tilanteet kehitdmme talla kurs-
silla teoriamme yleenséd avaruudessa R™.

1. Funktiot ja kuvaukset R" — R”

Seuraavia merkintdsopimuksia kiytetaan lapi luentomonisteen. Reaalimuuttujia mer-
kitddn pienilld kirjaimilla. Esimerkiksi

T, Y, 2, Ti, To, T3, ..., L, S

ovat reaalimuuttujia. Vektorimuuttujia merkitdan pienilld lihavoiduilla kirjaimilla. Esi-
merkiksi

X, y, Z, U, W,...
ovat vektorimuuttujia. Joukkoja merkitaéan isoilla kirjaimilla yleesé aakosten alkupédsté,
A, B, jne. Vektorilla tarkoitetaan aina pystyvektoria:

1o

Tn

Vektoreille ja matriiseille kiytetaén aina hakasulkuja. Pystyvektorien kirjoittaminen vie
kuitenkin paljon tilaa. Téasta syysta kdytdmme myos lyhennettyd merkintéa:

T

= (331,. .. ,xn).
Ty,

Huomaa kaarisulut ja pilkut.

Ennen funktioiden merkintésopimusten esittelyd palautetaan mieleen mitd funktiol-
la tarkoitetaan. Pitkén kiistelyn jilkeen funktiosta vakiintui seuraava késitys 1800-luvun
lopulla: kun A ja B ovat joukkoja sanotaan, ettd f on funktio joukosta A joukolle B
jos jokaiselle a € A on maaratty tdsmaéllen yksi kuva-alkio b € B. Alkion a kuvaa mer-
kitddn tavallisesti f(a). Huomaa, ettd téssi el ole mitenkdén rajoitettu, miten alkio a
méaarad alkion b. Lisdksi on huomattavaa, ettd funktion tdydellisessd méaritelméassa on
aina kerrottava ldhto- ja maalijoukot. Téassé on kaksi esimerkkiéd funktioista:

fiN—=N, f(k) =k +2
ja
g: {kaikki ihmiset} — {kaikki ihmiset}, g(henkil6A) = henkilon A &iti.
Differentiaali- ja integraalilaskennassa meité kiinnostavat funktiot joilla lahtd- ja maa-
lijoukot ovat Eukliidisia avaruuksia. Differentiaali- ja integraalilaskennassa tarkoitetaan-
kin usein funktiolla nimenomaan reaaliarvoisia funktioita jonka ldht6joukko on reaali-

avaruuden R" osajoukko. Tétd sopimusta kiytetddn myos aina talla kursilla. Téllaisia
funktiota merkitaén pienilld aksentoimattomilla kirjaimilla. Esimerkiksi yhtaloilla

f(z,y,2) =z +sin(yz), f:R*—=R
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ja
glar,22) = oz g: (R’ - R

madritellyt kuvaukset f ja g ovat reaaliarvoisia kuvauksia. Jotta reaaliarvoiset kuvaukset
erottuisivat selvésti vektoriarvoisista kuvauksista, niin vektoriarvoisia kuvauksia merki-
tddn isoilla kirjaimilla. Siis

F, G, H,...
ovat vektoriarvoisia funktioita. Esimerkkind vektoriarvoisista kuvauksista annetaan ku-
vaus F': R3 D D — R?, joka médritelliin kaavalla

F(.fl?l,xg,xg) = (\/ 1I- 33% ,.171332273) = <f1($1,$2,333),f2(331,x2,$3))-

Relaatioilla fi(x1,z9,23) = /1 — 22 ja fo(x1, 22, 23) = x12203 midriteltyja kuvauksia
kutsutaan funktion F' koordinaattifunktioiksi. Mikd on F:n méaaritysalue?

Funktioita F' : R" D D — R" (n > 2) sanotaan fysiikassa vektorikentiksi (vector
field) (varsinaisesti, kun n = 3). Tdménlaisia kuvauksia ovat esimerkiksi koordinaatiston
vaihtokuvaukset R? — R? ja R? — R3. Kuvauksia R"” — R sanotaan skalaarikentiksi
(scalar field).

Jotta valtyttéaisiin tulevaisuudessa kompeloltda merkinnalta F' : D™ — R™ tehdédén so-
pimus, ettd D™ merkkaa aina R™:n osajoukkoa. Nyt voimme siis yksinkertaisesti kirjoittaa
F:.:D"— R™

Funktio F' : D™ — RP. asettaa jokaista funktion mééritysjoukon D™ pistettd x =
(w1, T, ..., x,) vastaamaan yksikésitteisesti madratyn pisteen y = (y1,y2, ..., yp) joukos-
ta RP. Jalkimmaéistd pistettd kutsutaan pisteen x kuvapisteeksi ja merkitdén y = F(x).
Lisdksi merkitaan

F<X) = (fl(x)7f2<x)a i '7fp(X)) = (yhy?v cee ’yp) =Yy

Toisin sanoen

[ fl(mlax% 7$n)
Yo = fow1,m0,.. ., 2y)
Yp = fp(x1,22,...,2p)
Reaaliarvoisia kuvauksia f; : D™ — R, i =1,...,p, sanotaan F':n koordinaattifunktioiksi

(coordinate functions).

Jos p > 2, niin F on vektoriarvoinen funktio (vector-valued function). Jos taas p =
1, niin F on reaaliarvoinen funktio (vain yksi koordinaattifunktio) ja talloin merkitdan
sopimuksen mukaan kuvausta F' pienelléd kirjaimella f.

Esimerkkeja.
(1) F(x1,29) = (x1,22,1/23 + x3). Lauseke on mielekés jokaisella vektorilla x =
(71, 29) € R

(2) Olkoon f(z,y) = 2 — /4 — 2% —y?. Jos haluamme maééiritella reaaliarvoisen
funktion, on mééritysjoukko D = {(x,y) € R? | 22 +y? < 4}, tai D:n osajoukko.

tapa havainnollistaa funktiota f : R? — R on
Funktioita f : D? — R voidaan havainnollistaa tasa-arvokdyrien eli sama-arvokdyrien

fHe)={(zy) e D] flz,y)=c},  c€ f(D)

evel curves) avulla. Jos joukko f~'(c) on pinta, niin sitd kutsutaan tasa-arvopinnaksi
level lla. Jos joukk ! inta, niin sitd kutsutaan t innaksi
(level surface).
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Esimerkki. Olkoon f : R? — R madritelty kaavalla f(z,y) = z2+4y*. Nyt f(R?) = [0, oo].
Jos ¢ > 0, niin f7(c?) = {(z,y) € R? | 2% + 4y* = ¢*} eli sama-arvokiyri on ellipsi. Jos
¢ =0, niin f~*(c) = {(0,0)}.
Funktion f : D®* — R kuvaaja (graph) on joukko
{('x?y?'z’w) €R4 ‘wz}t(x’y’Z)? ('x?y’z) GD}'

Témaénlaisen funktion tasa-arvojoukot (level set)
) ={(z,y,2) R’ | f(a,y,2) = c}

ovat usein avaruuden R? pintoja.

Esimerkki. Olkoon f(x,y,2) = x* + 2y* + 322 jokaisella (z,y, z) € R3. Tutki funktion f
tasa-arvokayria.

Yleisesti funktion f : D™ — R kuvaaja on avaruuden R™"! osajoukko
{(z1, 79, ..., T, Tpy1) € R | 2y = fla, 20, ..., 20), (T1,...,2,) € D"}
Eraissé tapauksissa funktion kuvaaja voidaan "piirtda”. Esimerkiksi funktion

~cos(z® +y?)
f(x7y)_ $2+y2+3

kuvaaja voidaan piirtdé (itse asiassa vain osa kuvaajasta).

0.3 ST
. <SSO 7,
o i "\\\\{{,V:,r,,/r

A g
i Ww?““‘\\‘ /

AR

lé«\

Huomaa, ettd akselien skaalausta on muutettu, jotta funktion kuvaajasta saataisiin ha-
vainnollisempi mielikuva. Akselien erilainen skaalaus yleensé véaristda todellista kuvaa,
joten on hyvin tarkedd merkita akseleiden mittakaavat nakyviin.

Erés erikoistapaus funktioista F': D™ — RP saadaan silloin, kun n =1 ja p > 2. Siis

F<t):(fl(t)an(t)a"'afp(t))ﬂ te D" CR.

Jos p = 2, niin F(t) = (f1(t), f2(t)) ja kuvauksen F' arvojoukko on yleensé tasokiyra.
On kuitenkin olemassa jatkuva kuvaus G : [a,b] C R — R? jonka arvojoukko on neli6
avaruudessa R2.

Jos p = 3, niin F(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) ja kuvauksen F' arvojoukko on avaruuskéyré.

Esimerkki. Olkoot F(t) = (xg+ at,yo+ Ft), t € R ja xo, yo, v, § vakioita. Piirré funktion
F : R — R? kuvaaja.

Esimerkki. Olkoon F(t) = (acost,bsint), t € [0, 2x|. Piirrd funktion F' kuvaaja.
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Maaritelma 1.1. Kuvaus F' : D™ — RP on injektio, jos eri vektoreilla on aina eri
kuvat eli ehdoista x,y € D™ ja x # y seuraa F(x) # F(y). Kuvaus F' on surjektio, jos
F(D"™) =RP, ja F on bijektio, jos se on sekd injektio etté surjektio.

Huomaa, etté injektiivisyys voidaan méaritelld yhtépitdavasti myos seuraavalla tavalla.
Kuvaus F': D" — RP on injektio, jos ehdoista x,y € D™ ja F(x) = F(y) seuraa yhtalo
X =Y.

Esimerkki. Avaruudessa R? miiritelldin koordinaatiston vaihtokuvaus suorakulmaisesta
koordinaatistosta napakoordinaatistoon kaavoilla

T =Tcosp

y =rsing’
missd x ja y ovat pisteen koordinaatit suorakulmaisessa koordinaatistossa, r > 0 ja ¢ €
[0, 27[. Mééritellddn kuvaus F : A? — R? yhtdlolla F(r,p) = (rcosp,rsinp). Olkoon
A2 ={(r,p) |r>0,0<p<2r} Nyt F(A) = R*\{(0,0)}. Onko F : A*> — R? bijektio?
A(ID yﬂ

2m F

N
HV

A
N\

T

Annetuista funktioista saadaan uusia funktioita sallituilla laskutoimituksilla. Olkoot
F,G: D" — RP. Télloin funktioiden F' ja G summa maéaritellaan yhtalolla

(F+G)(x) = F(x)+ G(x) jokaisella x €& D".
Jos g : D™ — R, niin kuvaus gF maéaritellaan yhtalolla
(gF)(x) = g(x)F(x) jokaisella x & D".
Erityisesti
(kF)(x) = kF(x) kaikila x€ D ja keR.
Mikéli p = 3, niin voidaan méaritelld myos kuvausten F' ja G ristitulo F' x G kaavalla
(F x G)(x)=F(x) x G(x) kaikilla x € D.

Olkoot G : D™ — R"™ ja F' : R" — RP. Kuvauksien GG ja F' yhdistetty kuvaus F' o G :
D™ — RP maaritelladn kaavalla

(FoG)(x)=F(G(x)) jokaisella xe& D™.

Esimerkki. Olkoon kuvaus G : R?* — R? méiritelty kaavalla G(z1, x9, 23) = (x1 — 79, |73|)
ja kuvaus F : R? — R? médritelty kaavalla F(s,t) = (s% —t?). Télloin

(F o G)(x1,x9,23) = F(G(x1, 29, 23)) = F(x1 — 9, |23]) = ((331 —13)?%, —:cg)
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2. Avaruuden R" osajoukoista ja topologiasta

Maaritelma 1.2. Olkoot n > 1, a = (a1, a9, ...,a,) € R” jar > 0 annetut. Avaruuden
R™ a-keskinen r-siteinen avoin pallo B(a,r) méaaritelladn joukoksi

B(a,r) ={xeR"| |x—a| <r}.
Koska

2 2

x—al<r & (v —a)*+ ...+ (2, —a,)* <1

niin tapauksissa n = 1, 2, 3 saadaan geometrinen tulkinta.
Jos n =1, niin B(a,r) on avoin vili |a — r,a + r[.

il | [
| | C
a—r a a—+r

Jos n =2, niin B(a,r) on avoin a-keskinen r-séteinen kiekko (disc) eli
B(a,r) = {(21,72) | (11 — a1)® + (22 — az)* < r*}.
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Maaritelma 1.3. Avaruuden R™ osajoukkoa U sanotaan pisteen a € R"™ ympdristok-
si (neighbourhood) mikéli joukko U sisdltdd jonkin a-keskisen avoimen pallon. Toisin
sanoen, on olemassa sellainen r > 0, etta B(a,r) C U.

Maaritelma 1.4. Olkoon M C R™ jokin osajoukko. Sanotaan, etté piste a on joukon M
sisapiste (interior point), jos on olemassa a-keskinen avoin pallo, joka sisdltyy joukkoon
M. Joukon M sisépisteiden joukolle kiytetdan merkintaa Int M.

Maaritelma 1.5. Piste a € R™ on joukon M reunapiste (boundary point) mikéli jo-
kainen a-keskinen avoin pallo sisaltdd sekd joukon M ettd joukon M komplementin
M® = {z € R" | = ¢ M} pisteiti. Joukon M reuna (boundary, frontier) dM on jou-
kon M reunapisteiden joukko.
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Maaritelma 1.6. Sanotaan, ettd joukko M C R™ on awvoin (open), jos kaikki joukon
M pisteet ovat sen sisépisteitd eli M = Int M. Toisaalta, sanotaan, ettd M on suljettu
(closed), jos sen komplementti MC on avoin.

Harjoitustehtavéiksi jaa osoittaa, ettd joukko M on avoin tarkalleen silloin, kun oM C
MC, ja ettd joukko M on suljettu tdsmélleen silloin, kun M C M.
Huomautus 1.7. Avaruudella R™ ei ole reunaa eli OR" = (). Siis OR™ C R"™ ja JR" C
(R™)® = (). Edellisen perustelun nojalla avaruus R™ on avoin ja suljettu, misté pistellisn
edelleen, etté ) = (R™)® on avoin ja suljettu.

Huomaa, ettéd on olemassa joukkoja, jotka eivit ole avoimia eivatka suljettuja.

Esimerkkeja.
(1) Avoin pallo B(a,r) on avoin joukko.
(2) Suljettu pallo B(a,r) = {x € R" | |]a — x| < r} on suljettu joukko.
(3) Pallon pinta S(a,r) ={x € R" | |a—x| =r} = 0B(a,r) on suljettu joukko.
(4) Joukko {(x,y) e R* |0 <z <1, 0 <y < 1} ei ole avoin eiké suljettu.
Maaritelma 1.8. Avaruuden R" osajoukkoa M sanotaan rajoitetuks: mikéli on olemassa

sellainen R > 0, ettd M C B(0, R). Joukko M C R"™ on kompakti, jos se on suljettu ja
rajoitettu.

3. Raja-arvoista

Seuraavaksi tarkastellaan funktioiden raja-arvoja. Ensiksi esitetdén erds méaéritelma.

Maaritelma 1.9. Olkoot D C RP ja a € RP. Piste a on joukon D kasautumispiste
(accumulation point), jos jokainen pisteen a ympéristo sisdltdd a:sta eridvid joukon D
pisteité eli jokaisella § > 0 pitee (B(a,d) \ {a}) N D # 0.

Maaritelma 1.10. Olkoon F : D™ — RP ja olkoon a jokin D™:n kasautumispiste. Sa-
notaan, ettd funktiolla F' on raja-arvo b € RP pisteessd a, jos jokaista lukua ¢ > 0 kohti
on olemassa sellainen luku §(g) = § > 0, ettd ehdoista x € D ja 0 < |[x — a| < § seuraa
|F(x) — b| < e. Talloin merkitdén

lim F(x) =b tai F(x)—b, kun x — a.
Lause 1.11. Oletetaan, etti F': D™ — RP ja b € RP. Merkitiin F = (fi1, fa, ..., fp) ja
b = (by,b,...,b,). Tillsin ehdot
lim F(x) =b

Jja
lim fi(x) =b; jokaisella i=1,2,...,p

X—a

ovat yhtdpitivia

TobisTus. Oletetaan, ettd limy ., F'(x) = b, ja olkoon £ > 0 mielivaltainen. Nyt
milla tahansa 1 =1,2,...,p

[fi(x) = bi| < [F(x) —b| <¢,

kun |x —a| < ¢ ja x € D. Siis lauseen ensimméinen osa on todistettu.
Osoitetaan lauseen toinen osa. Oletetaan, etta

lim fj(x) =b; jokaisella ¢=1,2,... p,
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e

ja olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt voidaan valita § > 0 silli tavalla, ettd | f;(x)—b;|* < 7

jokaisellai =1,...,p, kun 0 < |x —a| < § ja x € D. Télléin
2 2 2 e € 2
|F(x) —b|* = |fi(x) = bi]" 4+ ... + | fp(x) — by| <E+...+E=€,
mista viite seuraa. U

Jos F': D" — RP ja joukko D ei ole rajoitettu, niin voidaan tutkia kuvauksen F
kiyttaytymistd, kun |x| — oo ja x € D"
Maaritelma 1.12. Oletetaan, ettd D C R™ on rajoittamaton joukko ja F': D — RP.
Talloin kuvauksella F' on raja-arvo "dédrettoméssd” mikéli jokaista lukua € > 0 kohti on
olemassa sellainen vakio M > 0, ettd |F(x) — b| < ¢ aina, kun |x| > M jax € D.

Esimerkki. Olkoon D = R? ja olkoon f(x,y) = % Laske 1im|(; )00 f(, y).

Seuraavat laskusdénnot pétevit raja-arvoille. Lukijan pitéisi pystyd ne itse todista-
maan.

Raja-arvon laskusddntoyd

Oletetaan, ettd F' ja G ovat kuvauksia D" — RP ja etta raja-arvot limy ., F'(x)
jalimy_., G(x) ovat olemassa. Téll6in raja-arvolle pitevit seuraavat laskusaén-
not.

(1) )1(13; (F(x) £ G(x)) = }lcl_rgF(X) + lim G(x).

(%an@ya@%:OMF@D-OMG@»
Jos f,g,h : D" — R ja raja-arvot limy ., f(X), limy ., g(x) ja limy ., h(x)
ovat olemassa, niin seuraavat vaittdmét ovat voimassa:

(3) lim f(x)g(x) = ( lim f(x)) (lim g(x)).
. f(x) _ limy a f(X) T T e

(4) fim 9(x) B limy—a g(x)’ ! ?1<—>ag( ) 7 0. -

(5) Jos iligf(x) = illgh(x) = bja f(x) < g(x) < h(x) jokaisella x €

DN B(a,d) (6 > 0), niin silloin my6s lim g(x) = b.

Formaalisti lukujono on funktio f: N — R. Tavallisesti kuitenkin merkitdén f(n)m
sijaan a,, ja koko lukujonoa (ax)32; C R. Lukujonon raja-arvo on mééiritelty jo lukiossa,
mutta miten se liittyy funktion raja-arvoon?

Joukolla N ei ole kasautumispisteita. Kuitenkin merkintd n — oo lienee kaikille tuttu.
Jotta voisimme kiyttad aiemmin méaariteltyja késitteitd puhuttaessa lukujonoista on mei-
dén tarkasteltava suurempaa joukkoa N U {oo}. Téssé joukossa voimme maédritelld luvun
k etdisyyden adrettomyydestd (“|k — oo|”) luvuksi 1/|k|. Télléin pisteen oo ympéristot
ovat kaikki joukot N\ K, missd K C N on &érellinen. Liséksi oo on joukon N kasau-
tumispiste. Kun puhutaan lukujonon raja-arvosta, niin silla tarkoitetaan nimenomaan
raja-arvoa tassd ainoassa kasautumispisteessa.

Samalla tavalla voimme tulkita pistejonoa (ay)32,, missé a, = (a,(cl), a,(f), e ,a,(cp)) €

R? kaikilla & € Z.,.
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Voimme ilmaista pistejonon suppenemisen seuraavalla tutumman nékoiselld tavalla.
Pistejonon (ay)g2, sanotaan suppenevan eli konvergoivan kohti pistettd a € RP, jos jo-
kaista positiivista lukua ¢ kohti on olemassa sellainen ng(¢) = ng € N, etta

lay —a|] < e kaikilla k> ng

eli ay € B(a,¢), kun k > ny. Talloin merkitédén limy . a; = a tai ay — a, kun k — oo,
ja alkiota a kutsutaan jonon (ay)32, raja-arvoksi (raja-alkioksi).

Eszmerkkz Asetetaan jokaista lukua k € Z, vastaamaan avaruuden R? piste a, =
(1, T k) Koska

k o . . 1_
klljgl()l—l hmk—H—l ja ]}erolog—o,

niin ilmeisesti limg o a = (1,1,0) € R3. Todistetaan tdmé luennolla.

Jonon raja-arvolla voimme myos tarkastella kasautumispisteitd: a on joukon D ka-
sautumispiste tarkalleen silloin, kun on olemassa sellainen pistejono (ax)52, C D\ {a},
jolle limy_,, a, = a.

Lause 1.13. Olkoon (ax)2, C RP pistejono, jolle a;, = (a,(fl),a,(f),...,a,(fp)) jokaisella

k € N, ja olkoon a = (a1, as, .. .,a,) € RP. Tdlldin hm;Hooa;C = a tarkalleen silloin, kun

limg_ oo ag) = q; jokaisellat=1,2,...p.

TobisTUus. Viite seuraa vilittomasti alla olevasta yhtapitavyydesta.
la;, — al* = (a,(cl) —a)’+.. .+ (a,(f) —a,)? Ny
& (a,(f) — a;)? LNy jokaisella i =1,2,3,...,p. O

Lause 1.14. Olkoot F': D™ — RP ja a jokin joukon D kasautumispiste. Tdlldin seuraavat
vdaittdmdt ovat yhtapitdvid:

a) limy ., F(x) =b
b) limg_o F(ar) = b jokaiselle pistejonolle (ax)7>, C D\ {a}, jolle limy_. a; = a.

ToDISTUS. Selvésti vaittamésta a) seuraa vdittdma b), joten riittdd osoittaa, ettd
viittdmasta b) seuraa vaittdma a).

Oletetaan siis, ettd viittdmé b) on tosi. Tehddédn vastaoletus: vdittdma a) ei ole tosi.
Té&ll6in on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd pisteen a jokaisesta ympéristosta B(a, %), k e
Z., 16ytyy sellainen piste xi, ettd x; € D ja |F(x;) —b| > € On siis saatu sellainen jono
(x)72, C D, ettd x;, — a ja |F(x;) — b| > ¢ jokaisella k € Z,. Tamé on ristiriidassa
oletuksen kanssa, joten vastaoletus on viaré ja véiite tosi. O

Esimerkki. Olkoon D = {(z,y) € R?*| (z,y) # (0,0)}. Mééritelldin kuvaus f : D* — R
kaavalla f(z,y) = L. Laske lim ()0 f(z,y).

Kurssissa Analyysi 1 reaalilukujonoa (ay)s2, kutsuttiin Cauchyn jonoksi, kun se to-
teutti seuraavan ehdon: jokaista positiivista lukua ¢ kohti on olemassa sellainen luku
no(e) = ng € N, ettéd |ax — ann| < € aina, kun k,m > ng. Analyysi 1:n kurssilla todistet-
tiin, ettd reaalilukujen joukko on siind mielessé tdydellinen, ettd sen jokainen Cauchyn
jono suppenee. Analoginen tulos pétee myds avaruuden R? (p < oo) pistejonoille.

Lause 1.15. Olkoon (a;)52, C R? pistejono. Tdlloin vdlttimdton ja riittdva ehto jonon
(ax)p2, suppenemiselle on se, ettd (ay)y>, on Cauchyn jono.
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ToDISTUS. Jos jono (ay)g2; suppenee kohti pistettd a, niin jokaista e > 0 kohti on
olemassa sellainen ny(e) = ng € Z,, etté
la—ay| < ¢/2,
kun k > ng. Talloin
lay — a,| < l|a, —a|+]a—ai| <e,

kun k,m > ng. Siis (a;)72, on Cauchyn jono.
(1) (2)

Osoitetaan kdénteinen véite. Olkoon siis (ax)52; Cauchyn jono, missé aj = (a,C Lay ...

T4lloin jonon (ay )72 ; mikéd tahansa koordinaattijono (a,(f))zozl on Cauchy-jono R:ssa, joten

jono (a,(;))?:l suppenee. Koska tdma patee kaikille koordinaattijonoille, niin viite seuraa

Lauseesta 1.13. O



LUKU 2
Derivaatta ja sen ominaisuudet

Kurssissa matematiikan perusmetodit 1 tarkasteltiin funktioita f : D' — R, missi
joukko D C R oli esimerkiksi avoin vali. Jos luku a kuului vilille D ja raja-arvo

L @) - f@)

r—a T — Q

oli olemassa #arellisené, niin funktion f sanottiin olevan differentioituva pisteessa a ja
lukua L sanottiin fm derivaataksi pisteessi a sekd merkittiin L = f'(a).

Tamén luvun tarkoituksena on yleistaéd differentiaalilaskennan kasitteet funktioille
f:D"— RP,

1. Kuvauksen jatkuvuus ja derivaatan méaaritelma

Maaritelma 2.1. Oletetaan, ettd a on joukon D kasautumispiste. Kuvaus F': D" — RP
on jatkuva pisteessi a € D, jos limy_., F'(x) = F(a). Toisin sanoen jokaista positiivilukua
e kohti on olemassa positiiviluku d niin, ettéd ehdoista |[x—a| < § jax € D seuraa epayhtélo
|F(x) — F(a)| < e. Jos F' on jatkuva joukon D jokaisessa pisteessd, niin sanotaan, etta
F' on jatkuva joukossa D.

Esimerkki. Tutki funktion

jatkuvuutta origossa.
Esimerkki. Olkoot F' : D™ — R", G : R" D E — R? ja F'(D™) C E. Jos kuvaus G on
jatkuva, limy_.,F(x) = b ja lim,_,G(y) = ¢, niin limy_,(G o F)(x) = c.

Lauseen 1.14 nojalla F' on jatkuva pisteessi a € D, jos ja vain jos F(a;) — F(a)
jokaiselle pistejonolle (a)g2, C D, joka toteutaa ehdon limy_.. ar = a.

Lause 2.2. Funktio F' = (fi, f2,...,f,) : D™ — RP on jatkuva pisteessi a € D, jos
ja vain jos kuvauksen F' kaikki koordinaattifunktiot f; + D™ — R (i = 1,2,...,p) ovat
jatkuvia pisteessd a € D™,

TobisTus. Lauseen 1.11 nojalla viite seuraa valittomaésti. U

Kurssissa matematiikan perusmetodit 1 yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisen funk-
tion f differentioituvuus pisteessd a € R méariteltiin seuraavasti: on olemassa luku b € R
ja funktio p : R — R niin, etta

fla+h)— f(a) =bh+ hp(h) ja }llin%p(h) = 0.
Liséksi todettiin, ettd f:n derivoituvuus ja differentioituvuus pisteessé b ovat yhtéapitavia.
Yleistetdéan differentioituvuuden késite usean reaalimuuttujan reaaliarvoisille funktioille.
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Jos yritimme suoraan yleistaé edellisen méaritelméan korkeampaan ulottuvuuteen jou-
dumme vaikeuiksiin kun yritdmme kertoa vekrotit b ja h. Voimme kuitenkin tulkita yk-
siulotteisen tapauksen hieman sofistikoidummin. Voimme nimittédin ajatella tuloa bh li-
neaarikuvauksena B: R — R, B(h) = bh. Nyt voimme ilmaista derivaatan pisteessi a
myos néin: se on lineaarikuvaus B: R — R joka approksimoi kuvausta f mahdollisimman
hyvin, t.s. jolle erotus

fla+h)—= f(a) = B(h)

on mahdollisimman pieni, eli suuruusluokkaa o(h), kun h — 0. TAm& mééritelma on
suoraan kiytettdvissid myos korkeammissa ulottuvuuksissa.
Maaritelma 2.3. Olkoot D C R™ avoin joukko, a € D ja F': D — RP. Kuvaus f
on differentioituva pisteessé a, jos on olemassa lineaarikuvaus B: R" — RP ja funktio
p: R" — RP joille

F(a+h) — F(a) = B(h) + [h[p(h),
missd p(h) — 0, kun |h| — 0. Edelld h = (hy, ha, ..., h,). Jos F' on differentioituva
madritysalueensa D jokaisessa pisteesséd, sanotaan ettd F' on differentioituva.

Koska D on avoin ja a € D, niin a+h € D luvun |h| ollessa riittdvéin pieni. Ylldoleva
madritelmé ei edellytd funktion p olevan méaéritelty origossa. Voidaan kuitenkin asettaa
p(0) = 0, jolloin p tulee jatkuvaksi origossa.

Seuraavassa luvussa tutkimme, miten derivaatan voi laskea silloin kun se on olemassa.
Ennen sitd kuitenkin tuttu lause tésséa yleiseméssa tapauksessa.

Lause 2.4. Jos F' : R" — R? on differentioituva pisteessd a € D, niin F' on jatkuva
pisteessa a.

Tobistus. Olkoon B kuvauksen F' derivaatta pisteessi a. Lineaarikuvaus B voi-
daan ajatella matriisina. Olkoon b tdmén matriisin (itseisarvoltaan) suurin alkio. T&ll6in
|B(h)| < b|h| ja néin ollen saamme

|F(a+h) — F(a)] = | B(h) + [h]o(h)
< bjh[ + [h{|p(h)|
=[] (b+p(0)]) =0
luvun |h| ldhestyessi 0:aa. O

Lause 2.5. Olkoon D C R™ avoin joukko. Kuvaus F: D — RP on differentioituva pis-
teessd x € D jos ja vain jos on olemassa lineaarikuvaus B: R™ — RP siten, ettd

[F(a+h) - F(a) — B(h)| = o(/h|)
TobisTUsS. Oletetaan, ettd F' on differentioituva pisteessa x. Silloin
|F(a+h)—F(a) — B(h)| = [hjp(h) = o(|h)

funktion p maaritelman mukaan.
Jos péinvastoin oletamme, etté

|F(a+h) — F(a) — B(h)| = o(|h]),

niin voimme maaritella

o(h) — F(a+h) —’l]:’(a) — B(h)

Oletuksen mukaan |p(h)| = o(1), joten p on differentioituvuuden mééritelméssi vaadittu
funktio, ja néin F' on differentioituva. O
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Kuten aiemmin on esitetty, voidaan vektoriarvoinen kuvaus F': D" — RP esittéda
koordinaattifunktioiden fi,..., f,: D™ — R avulla. Nailld voimme my06s palauttaa useat
kuvauksen tuloksista vastaaviin funktioiden tuloksiin kuten seuraava tulos antaa ymmér-
téa.

Lause 2.6. Olkoon D C R™ avoin joukko. Kuvaus F: D — RP on differentioituva pis-
teessi x € D jos ja vain jos jokainen koordinaattifunktio fi,..., f,: D" — R on differen-
troituva pisteessa X.

TobpISTUS. Oletetaan ensin, ettd I on differentioituva pisteessd x. Olkoon i € [1, n]
ja olkoon B: R™ — RP F:n derivaatta pisteessd x. Merkitddn symboolilla b;: R" — R
kuvauksen B kordinaattifunktiota. Huomaa, ettd myos b; on lineaarikuvaus. Avaruudessa
RP? pétee |z; — y;| < |x — y| kun x,y € RP. Téastd saadaan

|[fifa+h) = fi(a) = b;(h)| < [F(a+h) - F(a) = B(h)[ = o(|h])

Lauseen 2.5 mukaan.

Oletetaan nyt, ettéd jokainen f; on differentioituva ja merkitddn f;:n derivaattaa pis-
teessd x symboolilla b;: R" — R. Asetetaan B = (by,...,b,), jolloin B: R" — R? on
lineaarikuvaus. Kéayttamalld taas Lausetta 2.5 saadaan

P

[F(a+h) = F(a) — B(h)|* = Z [fia+h) = fi(a) = 0;(0)* = ) o(|h[*) = o(|bf).

i=1

Viite seuraa ottamalla tasta puolittain neliojuuren. Il

2. Osittaisderivaatat

Olkoon f : D™ — R, missd D on avaruuden R" avoin osajoukko. Nyt jokainen joukon
D piste on D:n sisapiste.
Olkoon a = (ay, as, . ..,a,) € D. Tarkastellaan yhden muuttujan funktiota

l’j — f(al,ag, Ce ,(Ij_l,.fl?j,aj_H, Ce ,an)

eli tarkastellaan funktiota f pitkin z;-akselin suuntaista suoraa, joka kulkee pisteen a
kautta. Tilannetta voidaan havainnollistaa seuraavalla kuvalla:

Rn—l A
a f

D

V%

Y
=
.

Kroneckerin delta -funktio mairitelladan kaavalla

1, kun i=7j
0ij = L
0, kun i #j

Merkitaan
ej: (51j752j7---75nj): (0,...707 1 ,0,...70),
j:s
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jolloin joukko {ej,es,...,e,} on avaruuden R™ kanta ja
a—+ hej = (al, ey A1, Gy + h,aj+17 R ,an).
Maaritelma 2.7. Olkoot a € D™, a = (ay,as, ..., a,) ja f: D" — R. Jos raja-arvo

lim f(a+ he;) — f(a)
h—0 h

on olemassa #arellisend, niin sanotaan, ettd f on osittaindifferentioituva j:mnen muut-
tujan x; suhteen pisteessd a. Tétd raja-arvoa kutsutaan fimn osittaisderivaataksi j:mnen
muuttujan x; suhteen (partial derivative) pisteessd a ja merkitaédn symboleilla

of
o;f(a) ja ——(a).
() (@)
Jos osittaisderivaatta 0, f(a) on olemassa jokaisessa pisteessd a € D, niin kuvauksen f

sanotaan olevan osittaindifferentioituva j:nnen muuttujan suhteen joukossa D.

Osittaisderivaattaa voidaan merkita erailla muillakin tavoilla. Esimerkiksi
0 )
f(a), Def(a), Difa). fi@) o fi(a)
J

ovat erditd tapoja merkitd funktion f osittaisderivaattaa j:nnen muuttujan suhteen pis-
teessd a. Tassd kurssissa pyritddn kiyttamaan médritelméssd 2.7 annettuja merkintéta-
poja.

Jos f on osittaindifferentioituva kunkin muuttujan z; suhteen, saadaan uusia funk-
tioita

D>xm—0;f(x) (j=1,2,3,...,n).

Tarkastellaan tapausta n = 2, jolloin funktiota f : D? — R voidaan havainnollistaa

kuvaajan avulla muodossa z = f(z,y), missi (z,y) € D?. Olkoon (a,b) € D?. Siis

of fla+ h,b) — f(a,b)

alf(aab) - a—xl(avb) = }ILIL% 3 :
ja vastaavasti
o f - f(a7b+k)_f<a7b)
a2f(a7 b) 8—1,2(&7 b) - 50

z y=> z = fla,b) = fi(a,b)(x — a)

e z = f(z,b)
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Esimerkki. Olkoon f(z,y) = xy>. Laske funktion f osittaisderivaatat pisteessi (1,1).

Esimerkki. Olkoon f(x1,x9, x3) = x122+x3 sin(xexs). Laske funktion f osittaisderivaatat
alf<x17 Ta, '173)7 a2f($17 T2, 333) ja 83f(331, T, $2)'
Esimerkki.

0, kun (z,y) = (0,0)

Laske funktion f osittaisderivaatat origossa.

fa y):{%, ko (z,y) # (0.0)

Differentioituvuus pisteessé implikoi osittaisderivaattojen olemassaolon:

Lause 2.8. Jos f on differentioituva pisteessi a, niin f on osittaindifferentioituva jo-
kaisen muuttujansa suhteen pisteessd a ja A; = 0;f(a) jokaisella j =1,2,...,n.

TobisTtus. Nyt
f(a+h)— f(a) = Athy + Ashs + ... + Ay hy, + |h|p(h),
missé p(h) — 0, kun |h| — 0. Valitsemalla h = te; saadaan yht&lo
fla+te;) — f(a) =tA; + [t|p(te;),
missé p(te;) — 0, kun [t| — 0. Jos t # 0, niin edellinen yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

fla+te;) — f(a)
t
Kun t:n annetaan ldhestya nollaa, saadaan yhtalo

jy LIS _ .

t—0

t
= 4, + Wore),

Kuvauksen F': D" — RP koordinaattifunktioiden osittaisderivaattojen olemassaolo ei
sen sijaan ole riittavaa F':n differentioituvuudelle. Ehké helpoin esimerkki tdmaénlaisesta
tilanteesta on seuraava.

Esimerkkeja.
(1) Olkoon funktio f : R* — R maééritelty kaavalla

f(w):{ﬁ, kun  (z,9) # (0,0)
0, kun (z,y) = (0,0)
Téllsin £ £(0,0) = 8% f(0,0) = 0. Kuitenkaan f ei ole differentioituva origossa,
silld esimerkin 1 mukaan f ei ole edes jatkuva origossa
(2) Olkoon F(xq,x9,x3) = (221 4 229 + 23, 1 — 2). Muodosta F:n Jacobin matriisi.
(3) Olkoon F(zy,xa,23) = (23 + 235+ 23, 1 + 29 +x3). Muodosta funktion F' Jacobin
matriisi.
Vaikka osittaisderivaattojen olemassaolo ei takaa funktion differentioituvuutta, voi-
daan nilld kuitenkin kétevésti laskea derivaatta silloin kun se on olemassa.
Lineaarikuvaus voidaan tunnetusti esittdd matriisin avulla. Jos B: R™ — RP on ku-
vauksen F': D" — RP derivaatta pisteessd x € D", niin B:n matriisiesitystd avaruuksien
R"™ ja R? luonnollisten kantojen suhteen kutsutaan kuvauksen F' Jacobin matriisiksi pis-
teessd x. Jacobin matriisid merkitdén usein

jp’a tai jF(a).
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Olkoon F : D™ — R differentioituva pisteessd a € D™. F:n Jacobin matriisin deter-
minanttia sanotaan F:n Jacobin determinantiksi (Jacobian) pisteessd a ja merkitaan

det jF,a _ a(flava - 7fn) (a)

01,29, ..., 2y)

Koska determinantti on maéritelty vain neliomatriiseille, niin Jacobin determinantti voi-
daan laskea vain kuvauksille R" — R™.

Lause 2.9. Olkoon D C R"™ avoin joukko. Jos kuvaus F: D — RP on differentioituva
pisteessi x € D niin sen Jacobin matriisi on © X p matriisi pisteessd X on

B |5

i=1,...p,5=1,..n

ToDpIsTUs. Merkitdéin F:n Jacobin matriisid pisteessd bfz symboolilla B. Merkitéan
matriisin B riveja B;:lla, ¢ = 1,...,p, samoin matriisille B. Maaritellaan h; = he;,
j=1,...,n. Lasketaan koordinaateittain

|fi(x+h;) — f;(x) — Bhy| < |F(x+h;) — F(x) — Bhy| = o(h).
Toisaalta osittaisderivaatan maaritelman mukaan on
| fi(x +h;) — fi(x) — B;h;| = o(h).

Naista paatelldan, etta Bihj = B;h;, t.s. matriisien alkiot (7,j) ovat samat. Néain ollen
matriisit ovat samat. U

3. C'-funktiot

Maaritelma 2.10. Olkoot D C R™ avoin osajoukko ja f: D — R. Jos f on osittainde-
rivoituva kunkin muuttujansa suhteen ja jos ndmé osittaisderivaatat 0;f (j = 1,2,...,n)
ovat jatkuvia funktioita, niin funktiota f kutsutaan C'-funktioksi mééritysalueessa D tai
Iyhyesti C''(D)-funktioksi ja merkitiin f € C'(D).

Lause 2.11. Jos f € CY(D), nun f on differentioituva.

Tobistus. Todistetaan lause havainnollisuuden vuoksi vain tapauksessa n = 2 (ylei-
nen tapaus on analoginen). Olkoot siis D C R? avoin, f € C'(D) ja (a,b) € D mielival-
tainen. Valitaan luvut |h| ja |k| niin pieniksi, ettd B((a,b),|h|+|k|) C D (mahdollista!).
Nyt

fla+hb+k)— fla,b)= (fla+h,b+k)— f(a,b+k)) + (f(a,b+ k) — f(a,b)).

Merkitadn ¢(t) = f(a+t,b+k), kun ¢t € [—|h|, |h|], jolloin ¢ : [—|A|, |h|] — R on jatkuva
ja

fla+h,b+k)— f(a,b) = p(h) — p(0) + (f(a,b+k) — f(a, b))

Selvennetiadn seuraavaa tarkastelua hieman alla olevalla kuvalla.
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R2 Yy (a,b+k) (a+h,b+ k)
(a+6:h,b+k)

(a,b+ k)

(a,b)

x

Oletuksen mukaan f:n 1. osittaisderivaatta 1. muuttujan suhteen on jatkuva joukossa D
ja (a+th,b+ k) € D jokaisella ¢t € [0,1], joten ¢ on jatkuvasti derivoituva valilla [0, A]
([h, 0], jos h < 0). Siten funktioon ¢ voidaan soveltaa viliarvolausetta vélilla [0, h] ([, 0],
jos h < 0). Siis

p(h) — (0) = ¢'(61h)h,
missd 0 < 6 < 1, eli
@(h) —¢(0) = 01 f(a+ 61h, b+ k)h.
Koska 0; f on oletuksen nojalla jatkuva, voidaan kirjoittaa
O f(a+01h,b+ k) =01 f(a,b)+ pi1(h, k),
missé p1(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Vastaavalla tavalla ndhddén, etté
fla,b+ k) — f(a,b) = Oaf (a,b+ O:k)k = Osf (a,b)k + pa(h, k)k,
missd 0 < 0 < 1 ja pa(h,k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Kokoamalla tulokset saadaan
f(a+h7b+k) _f(aab)
= 81f(a, b)h + 82f<(l, b)k + h[)l(h, l{?) + k?pg(h7 /{3)
hou(h, k) MMhM)
=01 f(a,b)h + O a,bkz+\/h2+k2( -+ d .
D fu e, ) VTR VTR
_ hp1<h7 k) ka(h7k)

h,k) =
olh ) VRZ+ k> VR + k2
toteuttaa vaatimuksen p(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0), silla

Nyt kuvaus

VETR VTR
(b, k)| < —==== [p1(h, k)| + —5—=== |p2(h, k)|
NN NN
kun (h, k) — (0,0). O

Esimerkki. Oletetaan, etti f(z,y,2) = xyz + In(zy?23). f on méiritelty joukossa D =
{(z,y,2) € R® | z,y,2 > 0}. Nyt f € CY(D), silli

2.3
Yz 1
nf(r,y,2)=yz+ 5= =yz+ -,
Y2z T
2x2° 2
82f(:c,y,z)::cz+—y:a:z+—

xy?z3 Y
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ja

3xy?2? 3
Osf(r,y,2) =2y + —5 5 =y +
xy’z z

ovat jatkuvia joukossa D.

4. Ketjusaianto

Téassé kappaleessa johdetaan ketjusdannon yleistys useampiulotteisille funktioille, siis
sddnnolle joka sanoo, ettd (go f)(z) = f'(g(x)) ¢'(z), kun f,g: CY(R).

Tarkastellaan siis kahta funktiota, F': R” — R™ ja G: R™ — RP, n,m,p > 1. Heti
huomataan, ettd G o F' on hyvin maéritelty funktio. Miten sen derivaatta lausutaan
funktioiden F' ja G avulla?

Olemme aiemmin todenneet, ettd funktion F' derivaatta annetussa pisteessd on li-
neaarikuvaus DF', eli matriisi, joka kuvaa avaruuden R" avaruudelle R™. Vastaavasti,
funktion g derivaatta on matriisi Dg, joka kuvaa avaruuden R™ avaruudelle RP. Voimme
siis yhdistdd namaé lineaarikuvaukset; huomaa, ettd tdmé on sama kuin ettd kertoisimme
vastaavat matriisit keskendén.

Ottaen huomioon yksiulotteisen ketjusadnnon, voimme nyt arvata, etté oikea kaava
on D(go F)(x) = DF(g(x))Dg(x), missé oikealla on matriisien tulo.

Tamén tuloksen todistuksessa kidytdmme seuraavaa merkintéé: ||A|| = maxa;;, kun
A = (a;;) on matriisi. Téta4 kutsutaan matriisin normiksi.

Lause 2.12. Olkoon F': R" — R™ ja g: R™ — RP, n,m,p > 1, differentioituvia funk-
tioita. Tdlldin h = go F on myds differentioituva, ja Dh(x) = D f(g(x))Dg(x) jokaiselle
x € R".

TobisTus. Kiinnitetdén piste x € R™. Madritellddn matriisit A = Dg(x) ja B =
Df(g(x)). Lauseen viite on, ettd Dh(x) = BA. Méaritelmdn mukaan meidén pitdd siis
tutkia, kuinka nopeasti

h(x +A) — h(x) — BA) = F(g(x+ A)) — F(g(x)) — BAA
pienenee kun A — 0.

Kirjoitetaan e.m. erotus muotoon, jossa voimme hyodyntéaé tietojamme F:n ja g:n
derivaatoista:

h(x+ A) — h(x) — BA} = [F(g(x +A)) - F(9(x)) — B(F(x+A) — F(x))}
- [B(F(x +A) - F(x)) — BAA}.
Ensimmaiselle hakasulkutemille saamme:
Flgx+A)) = F(g(x)) = B(F(x+ A) = F(x)) = o(|[F(x + A) = F(x)]),
koska B on funktion g derivaatta. Toiselle hakasulkutemille saamme:
B(F(x+A)—F(x))—BAA = B(F(x+A)—F(X))—AA) < ||B\|‘F(x+A)—F(x))—A|,

missé olemme kiyttdneet B:n lineaarisuutta. Oikealla puolella esiintyvit itseisarvot on
mééritelman mukaan suuruusluokkaa o(|Al), koska A on funktion F' derivaatta.
Néin ollen olemme todistaneet, etta

h(x 4+ A) — h(x) — BAS = o(|F(x + A) — F(x)]) + || B|lo(|A]).

Koska B ei riipu A:sta, voimme sanoa, ettd || B|lo(|A]) = o(|]A|). Toisaalta, koska F' on
derivoituva, tieddmme, ettd |F(x + A) — F(x)| < 2AA < 2||A|||A] kun A on tarpeeksi
pieni. Téastd seuraa, ettd |F(x + A) — F(x)| = o(JA]). Néin ollen h(x + A) — h(x) —
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BAS = o(]Al), joten h on differentioituva pisteessé x ja sen derivaatta on BA. Koska x
oli mielivaltainen piste, niin véite on todistettu. U

Ketjusadnté on helppo muistaa “differentiaalien kumoutumisena”. Tamén ymmértéaa
helpointen esimerkin avulla: olkoon g(u, v, w) = u + 2v + 3w ja (u,v,w) = (2> + y* 22 —
y?, zy). Huomaa, etté toiselle funktiolle ei ole téssd edes annettu nimed. Ketjusidinolla
saamme

2r 2y
99 a9 O(u,v,w)
Az, y)  O(u,v,w) O(z,y) 123] |22 Y [62 + 3y — 2y + 3]

Yy i

Toisaalta, g(z,y) = (2% + y?) + 2(z* — y?) + 3(zy) = 32* + 32y — y?. Suoraan laskemassa
tastd saamme Dg(x,y) = [62 + 3y 3z — 2y].

Esimerkki. Laske 8%1 sin(z123) ja 8%2 sin(z123).
Esimerkki. Laske - sin(In(z? + y?)) ja 8% sin(In(z? + y?)).
Esimerkki. Olkoot f:R* — R C'-funktio ja G(t) = (cost,sint), missi ¢ € R. Merkitéin
h(t) = f(G(t)). Laske A/ (t).
Esimerkki. Olkoon funktio G : R? — R? maédritelty kaavalla
Gls.0) = (s +0, 35— 1) (5,0) € B

ja olkoon f : R? — R jokin C''-funktio. Laske yhdistetyn funktion h = f o G osittaisderi-
vaatat.
Ratkaisu.

@
Os

oh
S (5:1) = Doh(s. 1) = (5L, 551) - 5+ Baf (51, 551) ()

Olkoon erityisesti f(z,y) = z* + y*. Tilléin
81f(33,y)=233, 82f<xay):29

(8,8) = Oih(s,) = O f (3, 55) - 5 + S (557, 551) -

N |—

ja siten
Oh 1s+t ls—t
s t)=2.= 2.2 =
g5 =2 gy Ty =
ja
Oh Is+t ls—1t
—(s,t) =2 = -2 - =t
o =253 22
Esimerkki. Olkoon f € C'(R?). Lausu lauseke (%)2 + (3—5)2 napakoordinaateissa.

Ratkaisu. Jos (x,y) # (0,0), niin on voimassa seuraavat muunnoskaavat

{a::rc?sgo r>0, ¢e€l0,2n]
Yy =rsing

x ja y voidaan siis tulkita rmn ja @ funktioiksi. Tarkastellaan kuvausta h(r, ) =
f(rcosg,rsing) = f(x,y). Nyt
oh

E(r’ @) =cosp o f(z,y)+singdf(z,y)
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ja
oh .
5;m¢)=GW$D@3J@MD+Tdﬁ¢%f@w)
Koska o o
r COS(@)a(ﬁ 90) - Sm(@)%(ﬂ QO) = Talf<x7 y)
ja
. oh oh
rin(p) (. 9) + cos(p) 2 (1, 9) = rdaf (x.),
niin

() + (Few) =Groe) + 5 (500)"

r2

5. Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatat

Olkoon f : D™ — R. Merkitdén f(x) = f(x1,22,...,z,). Osittaindifferentioituvan
funktion f osittaisderivaatat 0; f(x) ovat myos funktioita D™ — R. Jos ndmé ovat edelleen
osittaindifferentioituvia, voidaan muodostaa uusia, toisen kertaluvun osittaisderivaattoja

Hh(0;f(x) j=12,....n k=1,2,...,n
Niille toisen kertaluvun osittaisderivaatoille kidytetdan myos merkint6jéa

0 (9f 0*f " o
— = X), fo.(X) ja fo(x).
oz, (8:1:]-) 8a:k8:cj< ) ff ’“( ) ] fjk( )
Huomaa, ettd merkinnoissa fa’j’J 2, Ja [} alaindeksit ilmaisevat osittaisderivoinnin jarjes-
tyksen — ensin derivoidaan j:nnen muuttujan suhteen ja sitten k:nnen muuttujan suh-
teen. Jos erikoisesti £ = j, niin kiytetddn merkintojéa

2 aZf " . "

9;0;f(x), 05 f(x), @(X), fii(x) ja Tz, (x).

J

Jatkamalla edellistd menettelyd saadaan (mahdollisesti) yh& korkeamman kertaluvun

osittaisderivaattoja. Lisdksi edellisilla merkinngilla on analogiset vastineet.
Osittaisderivaatan kertaluvulla tarkoitetaan tietysti osittaisderivointikertojen luku-

maaraa.

Esimerkki. Jos f(x,y) = zy+In(zy?) = zy+Inz+2Iny (x,y > 0), niin fn ensimméisen

kertaluvun derivaatat ovat

o 1 , 0 2
—f(x,y)=y+— ja —f(x,y)=$+—-
or x dy Y

Néin ollen f:n toinen osittaisderivaatta x:n suhteen ja f:n toinen osittaisderivaatta y:n
suhteen on maéritelty lausekkeilla

vor, 1 - D05 2
Ox Ox “Y) = x2 Ja

——=(z,y) = —
dy 8y( ) Y’
seki toisen kertaluvun “sekaderivaatat” (mixed partials) lausekkeilla

d of 0 of
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Esimerkissa 5 havaittiin, ettd sekaderivaatat ovat samat. Yleisessd tapauksessa se-
kaderivaatat eivit valttamatta ole samat. Kuitenkin meilld on seuraava lause. Otetaan
kiyttoon merkinté

CHMD)={f:D"—R |D"=1Int D", f:n kaikki osittaisderivaa-

tat kertalukuun k saakka ovat olemassa

ja jatkuvia D:ssd}
Lause 2.13. Olkoon D C R"™ avoin ja f € C*(D). Tidlldin

Ok (0;f(x)) = 0;(0r.f (%))
kaikilla j, k =1,2,... . n.
TobisTUs. Tarkastelemme tapausta n = 2. Siis f : D* — R ja lisiksi f € C?*(D?).

On osoitettava, ettd 0i (0 f(x,y)) = 02(01 f(x,y)). Todistus perustuu reaalifunktion vé-
liarvolauseen toistettuun kayttoon.

Olkoon (z,y) € D? jaluvut h ja k itseisarvoltaan niin pienié, ettd B((z, y), |h|+]k|) C
D?. Tarkastellaan lauseketta

g(h,k) = f(x +h,y+ k)= flx,y+ k) — fla+hy) + flz,y).

Merkitaan ¢(t) = f(z + h,t) — f(x,t) jokaisella t € [y — |k|,y + |k|] ja ©(s) = f(s,y +
k) — f(s,y) jokaisella s € [x — |h|,z + |h|]. Tall6in

g(h, k) = oy + k) —¢(y) Jja g(h,k) =z +h) — ().

Sovelletaan véliarvolausetta funktioon ¢ valilla [y, y + k|, jos k > 0, ja valilla [y + k, y],
jos k < 0 (sallittual). Saadaan

9(h, k) = oy + k) — ¢(y)
= ¢'(y + Ok)k
= (Oof (x + b,y + 0k) — Do f(z,y + Ok)) K,
missd 0 €]0, 1]. Y1l& oleva esitys voidaan tulkita funktion
(2.14) s — Osf(s,y + 0k)

arvojen erotukseksi valilla [x, x4+ h|, jos h > 0, ja valilld [z + h, x|, jos h < 0. Soveltamalla
vastaavuuden (2.14) méérittelemddn funktioon véliarvolausetta (sallittua!) saadaan

g(h, k) = 01(0a f (x + nh,y + 0k))kh,
missa 0 < n < 1.
(z,y + k) (x+h,y+k)

(x +nh,y + 0k)

_____________ ® — — — — — - — - — - =

(z,) (x4 h,y)
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Olkoon nyt hk # 0. Koska 0105 f on jatkuva, niin havaitaan, etté
g(h, k)
hk
Vastaava paattely funktiolle ¢/ antaa
g(h, k) =9¢(x + h) —¥(x)

= (Ouf (@ +nh,y + k) — Ouf (x +nh,y))h

= 02(O1 f(z +nh,y + Oh))hk,
mista funktion 00, f jatkuvuuden nojalla saadaan (jos hk # 0)

(h,k)—(0,0
_—

L 9.0, f (z, y).

= 01(02f (x + nh,y + Ok))

h, k h,k)—(0,0
AR op(@n s+ mhy -+ 08)) “=0% 0,0, ().
Koska raja-arvo
 g(h k)
(h,kl)lg%o,l)) hk
on yksikésitteinen, véite seuraa. U

6. Taylorin kehitelmé ja Taylorin polynomi

Analyysi 1:n kurssilla tutustuttiin yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisen kuvauksen
Taylorin kehitelméin. Kerrataan hieman. Jos f : D' — R ja f € C™"(D?'), niin on
voimassa kehitelmé

" (n)
fla+h) :f(a)—i—f’(a)h—i—#hQ—l—...—i—fT(a)h"—i-RnH,
missa
1 .
RM:(nH)!f(”“)(ﬁ)h”“, aeD, a+heD ja a<fB<a+h.

Johdetaan nyt tdmén tuloksen yleistys usean muuttujan reaaliarvoisille funktioille. Aluksi
esitetdédn seuraava lause.

Lause 2.15. Olkoot D C R?* avoin osajoukko, f : D — R C?*(D)-kuvaus ja (a,b) € D.
Tdlloin kaikilla (h, k), joille (a 4+ h,b+ k) € D, pitee
fla+h,b+ k)= f(a,b) + 01 f(a,b)h + o f (a,b)k
+ (07 f(a,b)h* + 20105 f (a, b)hk + 05 f (a, b)k?)
(B2 + Kb, R),
missi n(h, k) — 0, kun (h,k) — (0,0).
Tobistus. Olkoon (a,b) € D. Tarkastellaan funktiota g, joka médritelldén kaavalla

g(t) = f(a+th,b+tk), missd t € [0,1]. Ilmeisesti g on kahdesti derivoituva, joten g:1la
on kehitelmé

g(t) = g(0) + g'(0)t + 39" (O)t,
missé ¢ € [0, 1]. Yhdistetyn funktion derivoimissdédnnon nojalla g:n derivaatta toteuttaa
yhtalon
g'(t) = grad f(a +th,b+tk) - (h, k)
= 01 f(a+th,b+th)h + s f (a -+ th,b+ th)k

Erityisesti
g’(O) = 81f<(l, b)h + 82f(a, b)/{?



6. Taylorin kehitelmé ja Taylorin polynomi 23

Yhdistetyn funktion derivoimissdinnon nojalla saadaan edelleen ¢g:n toinen derivaatta.
g"(t) = 07 f(a+th,b+tk)h? + 0,0, f(a + th,b+tk)kh

+ 0105 f (a4 th, b+ th)kh + 02f(a + th, b+ th)k>.
Koska f € C?, on 0 f jatkuva, joten 8% f(a+th,b+tk) — 0% f(a,b), kun (h, k) — (0,0).
Néin ollen

O f(a+ th,b+th) = 0} f(a,b) + ni(h, k),
missa 7, (h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Vastaavalla tavalla paéttelemélla saadaan

05 f(a+th,b+tk) = 03 f(a,b) + n3(h, k),
misséd n3(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0), ja

010sf (a+ th,b+tk) = 0,105 f (a,b) + ma(h, k),
missé 72(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Kokoamalla edelliset tulokset saadaan
fla+h,b+ k) = f(a,b) + 0 f(a,b)h + Oz f(a,b)k
+ (97 f(a,b)h* + 20,0 f (a, b)hk + 05 f (a, b)k?)

h, k)h? h, k)hk h, k)h?
—|—(h2—|—/€2) 771( ) ) 7)2( ) ) 7)3( ) )
2(h? + k?) h? + k2 2(h? + k2)
—n(h.F)
[lmeisesti n(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0), silld ny (h, k) — 0, n2(h, k) — 0jans(h, k) — 0,
kun (h, k) — (0,0). O

Maaritelma 2.16. Kehitelméaa
T2(f7 ((l, b)) - f(aa b) + 81f<(l, b)h + an(a’7 b)k
+ 1(8 f(a,b)h* + 20,0 f (a, b)hk + 05 f(a, b)k?)

sanotaan fm toisen asteen Taylorin polynomiksi (Taylor polynomial) pisteen (a,b) ym-
paristossa ja termi
Ry = (h* + K*)n(h, k)

on vastaava jadnnostermi (remainder term) Taylorin kehitelmdssi (Taylor expansion)

Fla+hb+ k) =Ts(f, (a,b)) + Rs.

Jos f: D™ — R on C?(D")-funktio, niin saadaan vastaavasti kehitelméa

n n

flath) = f(@) + D @@k + 5 D (@i0k0) @y + bn(h),

j=1 jk=1
missd a € D", a+h € D" h=(hy,hs,...,h,) jan(h) — 0, kun |h| — 0.

Huomautus 2.17. Funktion f: D™ — R 1. asteen Taylorin kehitelmé on
fa+h) = f(a)+ ) (9;f)(a)h; + [hln(h),
j=1

missd n(h) — 0, kun |h| — 0. Siis f:n ensimmdisen asteen Taylorin kehitelmd pisteessi
a on sama kuin f:n differentioituvuuden maéaéritelmé pisteessé a.
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Olkoon f: D™ — R. Jos f:n kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat olemassa
pisteesséd a, niin voidaan muodostaa fm Hessin matriisi (Hessian matrix) Hy, pisteessi

N f(a) 9ouf(a) ... Bid.f(a)
Dohf(a) 92f(a) ... Ohouf(a)

Hpa= : : :
0,00 f(a) Ondaf(a) ... O2f(a)

Jos f on C?(D™)-funktio, niin f:n Hessin matriisi on symmetrinen, silli 9;0,f =
OO0 f kaikilla 4,k = 1,2,...,n. Merkitdéin A = H;,. Jos merkitdén lisiksi [h]T =
(hi, ha, ..., hy,), niin Taylorin kehitelmé voidaan kirjoittaa muodossa

f(a+h) = f(a) +grad f(a) - h + 3[h]" A[h] + |h|*y(h)
= f(a) + grad f(a) -h+ JAh-h + [h|’n(h)
Esimerkki. Muodosta funktion f, f(x,y) = e® + 22 + 22y + 3y, toisen asteen Taylorin

polynomi pisteessi (2,0).
Ratkaisu. Nyt f(2,0) =144 =5 ja

o f(z,y) = ye™ + 2z + 2y, Oof (z,y) = ve™ + 6xy* + 3,
K f(x,y) =y’e™ +2, O3 f(x,y) = 2% + 12xy,
ja
010 f (z,y) = 0s01 f (2, y) = €™ + zye™ + 6y°.
Néin ollen

To(h, k) =5+ 4h + 5k + £ (2h* + 2hk + 4K?).

Esimerkki. Muodosta funktion f, f(z,y) = sin(x® + y?), Taylorin kehitelmé& origossa.
Ratkaisu. Nyt kehitelma

e ) t2i+1
sint = ZZ:O:<—1) m

on voimassa jokaisella ¢ € R, joten sijoittamalla t = 2 + y? saadaan

) 00 i(h2 + k2)2i+1
_ gy 2+ R
= Wk (0 8 D ()

=1

=h?+k + (h* + k*)n(h, k).
Selvasti n(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0).

Vastaavalla tavalla kuin yhden muuttujan funktiolle méaéréttiin derivaattojen arvo-
ja funktion potenssisarjaesityksen avulla, voidaan usean muuttujan funktion potenssi-
sarjaesitysta kidyttda funktion osittaisderivaattojen arvojen médrddmiseen. Esimerkiksi
edellisen esimerkin nojalla voidaan paatella, etta

Jos Taylorin ensimmiéisen asteen kehitelméssd merkitidn yksikkovektoria £ symbo-

lilla v, saadaan esitys ||
fla+h) = f(a) + |h|(grad f(a) - v) + [h|n(h).
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Operaattorimerkintéa

aV: :U181+U282+...+Unan (V:(Ulav27"'7vn))

9
ov

kiyttden on voimassa

2
Rf = 0,0y f) = szvjaaf < )f

i,7=1
Rf=...= Zn:v-v-v 0;0;0kf = 9 3f
v —---—ijk:1zjkz]k — v

Huomaa, ettd h; = |h|v;. Tatd merkintdtapaa kiyttden voidaan Taylorin n:nnen asteen
kehitelmd esittdd muodossa

f(a—|—h —|' E ‘ az "’Rn-i-la
missa jadnnostermi R, 1 on muotoa
R ‘h‘n—H an+1f( 4 eh)
mn - v a )
T (4 1)

missa 0 < 0 < 1.






LUKU 3
Kayrat ja polut, eli kuvaukset f: R — R?

1. Kuvaukset FF: R — R?

Tarkastellaan funktiota F', joilla on esitys

F(t) = (i), folt),-... [o(t) teDCR

Nyt F' on jatkuva pisteessa ty, jos ja vain jos
t—to t—to

jokaisella 7 =1,2,... p.

Esimerkki. Olkoon
3,—1 k t=20
iy =0 w .
(t*+1,t+2), kun t#0
Tutki F:n jatkuvuutta.
Ratkaisu. Selvisti F' on jatkuva missé tahansa pisteessi t # 0. Nyt
. o . 2 . o B _
joten I on epajatkuva pisteessi 0.

Olkoon F : D' — RP, missd D' on jokin R:n viilli. Nyt Fm koordinaattifunktio on
funktio reaaliluvuilta reaaliluvuille, f;: D' — R. Niin ollen tiedimme ennestéin miké on
koordinaattifunktion derivaatta. Seuraava lause kertoo mikd on néiden vélinen yhteys.
Lause 3.1. Funktio F : D' — RP on differentioituva pisteessi a € Int D, jos ja vain jos
F:n jokainen koordinaattifunktio on derivoituva pisteessd a. Lisdksi

F(a) = (fia) fala) ... fy(a)).
Tama on Lauseen 2.9 erikoistapaus kun n = 1, jolloin Jacobin matriisi representoi
lineaarikuvausta R — RP, eli p-ulotteista vektoria.
Esimerkki. Olkoon F(t) = (t* + 1,t + 2), t € [—2,2]. Piirrd F:n kuvajoukko, laske F:n
derivaatta mielivaltaisessa pisteessd ja piirrd vektorit F7(0) ja (1) samaan kuvaan Fm
kuvajoukon kanssa.

Esimerkki. Olkoon F'(t) = (cost,sint). Piirrd F:n kuvajoukko, laske F:n derivaatta mie-
livaltaisessa pisteessé ja piirrd vektorit F'(0), F'(7) ja F'(£7) samaan kuvaan F'n kuva-
joukon kanssa.

Maéiritelmi 3.2. Olkoon F : D' — R? differentioituva pisteessi a € D. Vektoria F'(a)
kutsutaan F:n tangenttivektoriksi pisteessi a, ja suoraa x = F(a) + sF'(a), s € R,
sanotaan F:n tangentiksi pisteessi F'(a), jos F'(a) # 0.

Lause 3.3. Olkoot funktiot F,G : D' — RP ja ¢ : D' — R differentioituvia funktioita.
Talloin

() (F-G)Y=F -G+G-F';

(2) (pF) = ¢'F +F' ja
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(3) kunp=3, (FxG)=F xG+F xG.
Tobistus. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi muuttuja ¢ jatetddn merkitsematta.
Nyt

p p

(-6 = (X fa) = X (h0) = S hal + S

=1 =1
p p
=> figi+> gfl=F -G +G-F.
=1 =1

Kolmas véite todistetaan kuten toinen viite. Neljds viite todistetaan seuraavasti (muu-
tama valivaihe on jitetty pois)

(F' x G) = (f293 — f392, 391 — f193, frg2 — fagn)'
= (f295 = f393, [391 — f193, fr95 — fag1)
+ (93f2 — 92f3, 91f5 — 931, 921 — 91.f2)
=FxG+F xG. O
Huomautus 3.4. Funktion (kdyrin) kuvajoukko voi johtaa harhaan. Tama selvidé esimer-
kiksi tutkimalla yht&loilla
t,t%), kun t>0
F(t) = (t,t5), G@t)= (3t ja H(t) = (&, £), =

M=), GO =" HO= 0 0 =

madriteltyja funktioita F', G' ja H seké niiden derivaattoja.

2. Kayra, yksinkertainen kaari ja polku

Maaritelma 3.5. Avaruuden RP osajoukko C' on kdyrd (curve), jos on olemassa R:n véli
D ja sellainen funktio F': D — RP, ettd F' € C'(D) ja F(D) = C. Funktiota F sanotaan
kiyran C' parametriesitykseksi (parametric representation).

Jos p = 2, niin kiyrdd kutsutaan myos tasokdyrdiksi (plane curve), ja jos p > 3, niin
kiyrad kutsutaan usein avaruuskdyrdksi (space curve).

Maiiritelmi 3.6. Olkoot F' : D' — RP ja H : R D E — RP kaksi parametriesitysté
kdyrille C. Silloin parametriesitykset F' ja H ovat ekvivalentit, jos on olemassa sellainen
differentioituva surjektio ¢ : E —! etti H = F o ja joko ¢'(u) < 0 jokaisella u € F tai
¢'(u) > 0 jokaisella u € F.

D
®
E \/
H=Foyp

Esimerkki. Olkoon C = {(z,y) € R? | (y —2)?> = x — 1}. Nyt C on kiiyré, silld kuvaus F
voidaan mééritelld seuraavasti F(t) = (t* + 1,t +2) (t € R).

F

T

Esimerkkeja.
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(1) Olkoon C' = {(x,y) € R? | 22 + y* = 1}. Parametriesitys voidaan valita muun
muassa kahdella seuraavalla tavalla:

Fi(t) = (cost,sint) t € [0,2m)
ja
F5(t) = (sint, —cost) t € [m, 3m).

(2) Funktion F(t) = (t,cost,sint) kuvajoukko on avaruuden R? eriis kiyrd — ns.
circular helix. Hahmota F' paperille.
(3) Funktion F'(t) = (sint,sin(2t)), 0 < t < 4, kuvajoukko on avaruuden R? kéiyra.
Piirrd tama kayra.
Miéiritelma 3.7. Funktio F' : D! — RP on silei (smooth), jos seki F' € C*(D?) etti
F'(t) # 0 jokaisella t € D'. Funktio F on paloittain silei (piecewise smooth) vililld
la,b] C D mikéli on olemassa sellainen vélin [a, b] jako

a=pyo<p1<...<p.=b,

ettd I on siled jokaisella osavalilld (p;_1,p;). Vastaavalla tavalla méaritellaan paloittain
ct.
Maéritelma 3.8. Kédyrd C' C RP on (siled) yksinkertainen kaari (simple arc), jos C:11&
on injektiivinen (siled) parametriesitys F' : [a,b] — RP. T&lloin pisteitd F'(a) ja F(b)
kutsutaan C':n paatepisteiksi ja funktiota F' C':n yksinkertaiseksi parametriesitykseksi.
Esimerkki. Jos g : [a,b] — R on C'-funktio, niin F'(t) = (¢, g(t)), t € [a, b] on funktion g
kuvaajan parametriesitys. Lisdksi F'(t) = (1,4'(t)) # 0, joten F([a,b]) on yksinkertainen
siled kaari.
Maéaritelma 3.9. Jatkuvaa funktiota F' : [a,b] — RP sanotaan poluksi (path) pistees-
td F(a) pisteeseen F(b). Polku on differentioituva, C' tai siled mikéli funktiolla F' on
vastaava ominaisuus.

Jos F' on differentioituva, niin F(t + At) — F(t) = F'(t)At + |At|p(t, At), missi
p(t, At) — 0, kun At — 0. Siten |F(t + At) — F(t)| = |F'(t)||At|.

F(b)

F(t)
F(a) F(t+ At)

a t t+ At b

>

Olkoon F : [a,b] — RP C'-polku. Télloin polun pituus (path length) médritelliin
kaavalla

UF) = [Pl [ @R+ G2
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Esimerkki. Olkoon F(t) = (t2,t%), t € [—1,1]. Talloin
1
(F)= [ [F'(t)]dt
-1

1
:2/ V2T BERdt
0
1
22/ tv4 + 92 dt
0

1

L2(449¢%)32
0

= 2(13V13 - 8).

Jos F': [a,b] — RP ja H : [c,d] — RP ovat kilyran C' ekvivalentteja parametriesityksié,
niin {(F') = I(H). Néin ollen sileén yksinkertaisen kaaren C' kaaren pituus (arc length)
voidaan madritelld C':n siledn parametriesityksen polun pituutena.

Esimerkki. Olkoon G(u) = (u, vV R? — u?), missi —R < u < R. Olisiko G C'-polku? Nyt
G'(u) = (1,—u(R? — u*)7?), kun —R < u < R. Mitd vektorin G’(u) pitiisi olla, kun
u==+R?

Lasketaan polun G pituus jonkin C'-polun avulla, jolla on sama kuvajoukko kuin
G:lla.

Valitaan uudeksi poluksi F(t) = (—Rcost, Rsint), t € [0,7]. F on selvisti C'-polku
ja F([0,7]) = G([—R, R]), joten polun G pituus voidaan laskea.

(F) = / |0 de

:/ \/RQCOSZt—I—RQSiHQtCZt
0

:R/ dt = Rm
0

Olkoon g : [a,b] — R jatkuvasti derivoituva funktio. Nyt kiyran C' = {(x, g(x)) | x €
[a,b]} pituus voidaan laskea seuraavasti. Kaavalla F'(t) = (¢, ¢(t)) mééritelty polku on

selviisti C1 ja [(C) = I(F) = [*/1T+ (¢'(1))2 dt.

=2




LUKU 4
Funktioiden erityispiirteitd, f: R” — R

1. Gradientti ja suunnattu derivaatta
Maaritelma 4.1. Olkoon f: D™ — R differentioituva funktio. Vektoria
Vf(x) = (01f(x), Daf(x),...,0.f(x))

sanotaan funktion f gradientiksi (gradient) pisteessd x € D™. Usein merkitaan
V f(x) = grad f(x).

Kuvaus x — V f(x) on siis n-ulotteinen vektorikenttd. Lisiksi huomataan, ettd gra-
dientti ei ole mitddn muuta kuin funktion Jacobin matriisin transpoosi.

Esimerkkeja.
(1) Olkoon f(z,y) = z%y + 6y*. Nyt
Vf(z,y) = (2zy,2* + 12y).

(2)

Kun x # 0, on
_n _ I
alf( )_|X|7Janf<x) |X|7
joten
X

Huomautus 4.2. Kéyttden gradienttimerkintdé differentioituvalle funktiolle f saadaan
esitys
f(x+h)=f(x)+ Vf(x)-h+h|pth),
misséd p(h) — 0, kun h — 0.
Maaritelma 4.3. Olkoon D C R™ avoin osajoukko. Sanotaan, ettd D on kdayrdyhtendi-

nen, jos jokaista D:n pisteparia a, b kohti on olemassa sellainen C*-kéyrd F' : [, 8] — R",
ettd F(a) = a, F(B) = b ja F(t) € D jokaisella t € [a, [].

Lause 4.4. Olkoon D C R" avoin, kdiyriyhtendinen joukko ja olkoon g € CY(D). Jos
Vg(x) = 0 jokaisella x € D, niin g on vakiofunktio joukossa D.

TobpisTus. Olkoon a € D erés kiinted piste jay € D mielivaltainen. Riittda osoittaa,
ettd g(a) = g(y). Koska D on kiyridyhtendinen, niin on olemassa sellainen C'-kéyra
F:lo,f] CR — D, ettd F(a) =aja F(8) =y. Olkoot F(t) = (fi(t),..., fu(t)). Nyt
funktio h = g o F': o, f] — R on differentioituva vililla [« 3] ja

W(t) =Vg(F(t) - F'(t) =0-F'(t) =0
jokaisella t € [a, (], joten h(t) = ¢, missé ¢ on t:std riippumaton vakio. Néin ollen

g(a) = g(F(a)) = h(a) = h(B) = g(F(B)) = g(y)- O
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Maaritelma 4.5. Olkoot f : D" — R, a € D" ja v € R” jokin yksikkdvektori. Jos

raja-arvo
o) =t [0 1)

on aarellisend olemassa, sitd kutsutaan funktion f suunnatuksi derivaataksi (directional
derivative) suuntaan v pisteesti a.

Suunnatulle derivaatalle dy f(a) kiytetddan myos merkintoja

of o

—(a) ja a).

Tia) n fa)
Huomaa, ettd suunnattu derivaattaa suunnassa v = e; (j = 1,2,...,n) el ole mitdén
muuta kuin osittaisderivaatta.
Esimerkki.

Fag) = {—|y|, kun |y < o]

—lz], kun |z| < |y

f:n kuvaaja nayttaa lihella origoa talta:

Kuvan perusteella voidaan arvailla, ettd f:114 ei ole suunnattua derivaattaa ainakaan
kaikkiin suuntiin. Perustellaanpa tdma arvaus kunnolla. Koska

ta,t ta,t

t—0— t t—0+ t
ja f(z,y) =0, kun x = 0 tai y = 0, niin suunnattu derivaatta on olemassa vain suuntiin
e; = (1,0), —e;, e = (0,1) ja —es.
Lause 4.6. Jos f : D™ — R on differentioituva pisteessd a, niin f:n suunnattu derivaatta
pisteessd a on olemassa kaikkiin suuntiin v ja lisiksi Oy f(a) = V f(a) - v.

TobpisTus. Olkoon a € D jav € R" annetut. Tarkastellaan yht&lolla ¢(t) = f(a+tv),
missa ¢ € R, maariteltya kuvausta . Nyt

t) — (0 tv) — .
90() 90< )Zf(a+ V) f(a) t—0 &,f(a),
t—0 t

joten ¢’(0) = 0, f(a) mikili yhtélon jompikumpi puoli on olemassa. Osoitetaan, ettd ¢’ (0)
on olemassa. Merkitédan

G(t) =a+tv=(a; +tvy,...,a, + tv,),
missd a = (ay,...,a,) ja v = (vy,...,v,). Tallin G'(t) = (v4,...,v,). Toisaalta, koska
o(t) = f(G(t)), niin ketjusddnnon nojalla

P(t) = VIG®) - G(1).

Erityisesti
¢'(0) =Vf(a)-v=20f(a) O
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Esimerkki. Olkoot f(z,y) = 2%y ja v = (3, @) Talloin 0y f(1,1) saadaan seuraavalla
tavalla. Nyt

Vf(z,y) = (2zy’, 32%y7),
joten

O f(1,1) =Vf(1,1)-v=(23)(5L)=1+35

2072
Kayttamalla avaruuden R™ Cauchy-Schwarzin epayhtéalod saadaan suunnatulle deri-
vaatalle arvio

O ()] = [Vf(a) v < |[Vf(a)llv]=[VF(a)l

misséd yhtdsuuruus on voimassa tarkalleen silloin, kun v ja V f(a) ovat yhdensuuntaiset.
Tamé merkitsee sité, ettd Oy f(a) on suurimmillaan, kun vektori v on samansuuntai-
nen vektorin V f(a) kanssa, ja pienimmillddn, kun v on vastakkaissuuntainen vektorin
V f(a) kanssa. Lisdksi nihddén, ettd f:n arvojen muutos on pienimmilldén, kun v on
kohtisuorassa f:n gradienttia vastaan.

2. Gradienttivektorin geometrinen tulkinta

Esimerkki. Funktio f(x,y,z) = ﬁ kuvaa ldmpdotilaa erdassa huonetilassa. Siis esimer-
kiksi f(1,1,4) = 8 (astetta). Mihin suuntaan ldmpotila nousee voimakkaimmin pisteessi
(1,1,4).

Ratkaisu. Nyt

—2x22 —2y2? 2z
v Y Y = < Y ) )
fla,y.2) (22 + y2)2" (22 + y2)2" 22 + 42
ja
VF(1,1,4) = (=8, -8,4) = 4(—-2,—2,1).
Koska |(—2,—2,1)]* = 4 + 4 + 1 = 9, niin limpétila nousee voimakkaimmin suuntaan
v=(FF3)

Olkoon f : D? — R erds C'-funktio. Tarkastellaan funktion z = f(x,y) tasa-
arvokiyrad f(x,y) = c. Oletetaan, ettd (a,b) on tamén kiyrdn erds piste eli f(a,b) = c.
Olkoon G(t) = (x(t),y(t)), missd t € [a, (], (derivoituva) parametriesitys (katso sivu 28)
talle samalle kiyrille, ja olkoon G(ty) = (x(to), y(to)) = (a,b). Erityisesti

F(G() = f(x(t), y(t)) = ¢ jokaisella ¢ € [a, ],

missé ¢ on t:sta riippumaton vakio. Kayttamalla ketjusdantod saadaan yhtélo

%f(G(t)) = Oif(x(t), y(t))2'(t) + 02 f (x(t), y(1)y'(t) = O,
joka pétee jokaisella ¢ € [«, 5]. Siis
Vi(x(t),y(t)) -G(t) =0 jokaisella t € [a, ]

Erityisesti V f(z (o), y(t0))-G'(to) = 0 eli kyseiset vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan. Toisaalta G'(to) on kiyran G tangenttivektori pisteessé G(t), joten vektori V f(a, b)
on kyran f(z,y) = c pisteeseen (a,b) asetetun normaalin suuntavektori (katso sivu 27).
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Ya R?
flzy)=c

&V

Vastaavalla tavalla nihdiin, ettd funktiolle f : D® — R pisteeseen (a,b,c) € D3 liit-
tyvéd gradienttivektori V f(a, b, ¢) on kohtisuorassa jokaista pinnan d = f(z,y, z) pisteen
(a, b, c) kautta kulkevaa kéyrédd G vastaan. Toisin sanoen, ehdosta

F(G() = fx(t), y(t), 2(t) = d
seuraa
VI(G(1)) - G'(t) =0.
Siis V f antaa tasa-arvopinnan normaalin suunnan. Tilannetta havainnollistetaan seuraa-
valla kuviolla.

R3 z

gradf(G(t))

Kuvioon on piirretty funktion f tasa-arvopinta, tasa-arvopinnan erdéseen pisteeseen
asetettu tangenttitaso, tasa-arvopinnan erds kiyrd G, G:n tangentti pisteessi t ja tan-
genttitason normaali, joka on sama kuin f:n gradientti kyseisessa pisteessi. Kokoamalla
edellisen padttelyn tulokset saadaan seuraava lause.

Lause 4.7. Olkoot D C R?, f € CY(D) ja Vf(a,b) # 0. Tdllsin vektori V f(a,b) on
pisteen (a,b) kautta kulkevan f:n tasa-arvokdyrin normaali. Jos vastaavasti D C R3,
f € CYD) ja Vf(a,b,c) # 0, niin Vf(a,b,c) on pisteen (a,b,c) kautta kulkevan f:mn
tasa-arvopinnan normaali.
Sovelluksia:

1) Oletetaan, ettd D C R? f € CYD), (a,b) € D ja f(a,b) = c. Télléin lu-

kua ¢ vastaavan tasa-arvokiyrin pisteeseen (a,b) asetetun normaalin suuntavektori on
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Vf(a,b) = (01 f(a,b),2f(a,b)), joten samaan pisteeseen asetetun tangentin yhtélo on
01 f(a,b)(x — a) + 0o f(a,b)(y — b) = 0.
grad f(a, )

2) Oletetaan, etti D C R3, f € CY(D), (a,b,c) € D ja f(a,b,c) = d. Téllsin lukua d
vastaavan tasa-arvopinnan f(z,y,z) = d pisteeseen (a,b, c) asetetun normaalin suunta-
vektori on

Vf(a,b,c)= (0if(a,b,c),dsf(a,b,c),d5f(a,b,c)),

joten samaan pisteeseen asetetun tangenttitason yhtalo on

O1f(a,b,c)(x —a)+ Oaf(a,b,¢)(y —b) + O5f(a,b,¢)(z—c) =0.

n
! (x —a)ln
_L/f & n-(x—a)=0
a
n = (0. f(a),0f(a),dsf(a)).
Esimerkki. Oletetaan, ettd avaruuden R? pinta on médritelty yhtalolld o2 +y% — 22 = —1.
Nyt (1,1,+/3) on pinnan piste. Muodosta kyseisen pinnan pisteeseen (1,1,1/3) asetetun

tangenttitason yhtalo.
Ratkaisu. Nyt

Vi(z,y z) = 22,2y, —22) ja VF(1,1,V3)=(2,2,—-2V3).
Nyt saadaan kyseessé olevan pinnan pisteeseen (1,1, \/§) asetetun tangenttitason yhtalo

2z —1)+2(y—1) —2v3(z —V3) = 0.
Huomautus 4.8. Aikaisemmin tarkasteltiin pinnan z = f(z,y) annetun pisteen kautta

kulkevan tangenttitason médrddmistd. Olkoon ¢ = f(a,b). Talloin pisteeseen (a, b, c)
asetettu pinnan z = f(x,y) tangenttitason yhtalo on

z—c=(z—a)oif(ab)+ (y—b)0:f(a,b)
Toisaalta, jos asetetaan g(z,y,z2) = z — f(x,y) = 0, niin saadaan
0= Vg(a,b,c)- ((m —a),(y—">),(z— c))

= (x —a)dg(a,b,c)+ (y — b)dag(a,b,c) — (z — ¢)d39(a, b, c)
= (z—a)o f(a,b) + (y — b)02f(a,b) — (z —¢) - 1,

mikd on sama yhtalo kuin edellda saatu yhtalo.
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3. Virheen arviointia
Oletetaan, etté fysikaalinen suure y riippuu muuttujista xq, o, ..., z, kaavan

y=f(z1,29,...,2,)
ilmoittamalla tavalla. Koetilanteessa suure y méaaritetdan mittaamalla arvot xq, zo, ..., z,.

Néama mittaukset eivit kuitenkaan ole milloinkaan tarkkoja, vaan kunkin osalta tehdaan
jokin virhe. Merkitaan

X = (T1,%9,...,2,) ja Ax=(Axy,...,Ax,).

Suureen y = f(x) méadrityksessd kiytetddn siis todellisuudessa arvoa x+ Ax ja paadytaan
tulokseen f(x + Ax). Syntyy virhe

Ay = f(x+ Ax) = f(x).
Oletetaan nyt, ettid f : R” — R on differentioituva (f € C'). Silloin lauseen 2.8 nojalla
(4.9) Ay = 0 f(x)Axy + Oof (X)Axg + . .. + Op f (X) Az, + |AX|p(AX),
missé p(Ax) — 0, kun |[Ax| — 0. Néin ollen pienilld luvun |Ax| arvoilla voidaan arvioida
(4.10) Ay = 01 f(x)Azy + ...+ 0 f(X)Az,,.
Kayttamalla kolmioepéyhtélod saadaan virheelle "ylaraja”
(411) A9 S 1B INAZ| + ... + (8, £ (0| Azal,

kun |Ax| on riittdvan pieni. Koska yhtélossd (4.9) termi p(Ax) voi olla positiivinen,
saattaa yhtélon (4.10) oikea puoli olla sen verran pienempi kuin vasen puoli, ettei kol-
mioepéayhtalonkiaan kiytté yhtdlon (4.10) oikealla puolella korjaa tilannetta toivotuksi:
epdyhtéalon (4.11) oikean puolen lauseke ei véilttaméttéd ole todellinen yliraja virheelle
vaan se on vain ylarajan arvio tietylla tarkkuudella. Edella merkintd < onkin niin sanot-
tu likimadrin pienempi kuin -merkinta.

Niin sanottu maksimaalinen virhe suureelle y saadaan laskemalla ylla olevan epéyh-
talon (4.11) oikea puoli. Muista kuitenkin, ettd todellinen virhe voi olla suurempi kuin
maksimaalinen virhe. Tarkat virherajat suureelle y saadaan tutkimalla erotuksen f(x -+
Ax) — f(x) vaihteluvili, kun suureen Ax vaihtelurajat tunnetaan.

Esimerkki. Kiihtyvyys lasketaan kaavasta a = g Matkan s mittaus antaa 300, 0 m tark-
kuudella +3,0m ja nopeuden mittaus antaa 30,00 m/s tarkkuudella +1,00m/s*. Laske
kithtyvyys ja sen virherajat.

Ratkaisu. Siis a = f(s,v) = g, joten

900 5 9
= f(300,30) = 5300 m/s° =1,50m/s".
Lasketaan seuraavaksi virherajat. Koska
9 of v’
Aa ~ B —(s, U)As+a—(s U)AU——gAS—F Av

niin sijoittamalla v = 30 ja s = 300 saadaan

-1 1
4.12 Aa~ —As+ —Av.
(4.12) “~ 30077 T 107"

Kéyttamalla yhtalon (4.12) oikeaan puoleen kolmioepéayhtilda ja sitten sijoittamalla saa-
tuun epayhtdloon tarkkuusrajat |Aa| < 3 ja |Av| < 1 saadaan maksimaalinen virhe

31
Aal < 2+~ —0.11
Al S 500 T 1 = 0110
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eli
—0,115 < Aa < 0,115.
Tarkat virherajat saadaan etsimélla lausekkeen
fls+ As,v+ Av) — f(s,v)
suurin ja pienin arvo véleilla
—3<As<3 ja —1<Av< 1.

Muokataan hieman optimoitavaa lauseketta.

(v+Av)?2 02
f(s+ As,v+ Av) — f(s,v) = m ~ 5
~ (v+ Av)?s — (s + As)v?
B 25(s+ As)
_ 2s50Av + 5(Av)? — v*As
B 25(s + As)
Edellisesté yhtélosta voidaan péitella suoraan (miten?), etta lauseke f(s 4+ As,v +
Av) — f(s,v) saavuttaa miniminsd, kun Av = —1 ja As = 3, ja maksiminsa, kun Av = 1
ja As = —3. Laskemalla lausekkeen arvot kyseisissd pisteissi saadaan (vertaapa téta

virherajaa maksimaaliseen virheeseen!)

—0,112 < Aa < 0,118.

4. Implisiittifunktioista

Yleensd funktio méaritellaan eksplisiittisesti antamalla "sé@éantd”; jota funktio noudat-
taa. Esimerkiksi
flz)=V1—-22 xze|-1,1]=DCR.
Siis D 3 x — f(x) on laskettavissa ja kuvaaja piirrettdvissia. Funktion f kuvaaja S =
{(x,v/1—2%) € R? | =1 < 2 < 1} on yksikkdympyréin kaaren C' = {(z,y) € R? |
22 +y* = 1} osajoukko. Voidaankin sanoa, ettd yhtilo z?+y? —1 = 0 méérittelee funktion
[ implisiittisesti (implicitly). Jos merkitdin F(z,y) = 2? + y* — 1, niin F(x, f(x)) = 0
jokaisella = € [—1,1]. Siis f:n kuvaaja S on F'n tasa-arvokiyran F'(x,y) = 0 osajoukko.
Yleistamalla edellinen ajattelu saadaan seuraava maéritelma.
Maéritelmé 4.13. Olkoon F': D™ — R (m > 2). Jos on olemassa sellainen funktio
f:D™ ! S R, ettd
F(l’h L2y ooy Im—1, f(xl, T, ... 7Im_1)) =0
jokaisella joukon D™ ! alkiolla (21, za, . . ., ,_1 ), niin sanotaan, ettd yhtild F(zy, 22, ..., 1, Tp) =
0 méaarittelee funktion f implisiittisesti.
Esimerkki. Olkoon F(z,y) = x*>+y*—1 = 0. Edellinen yhtilo méarittelee implisiittisesti
esimerkiksi seuraavilla yhtéloilla maaritellyt funktiot:
(1) f(z) =V1—2a% ze[-1,1];
@) f@) = V=2 ae[-L1];
(3)
V1i—22  xe]-1,0]
fiw)={ —VI=a® 20,y
Vi—a?2  zeli 1]
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Selvésti kaikilla funktioilla on sama maédrittelyjoukko [—1,1]. Lisdksi voidaan osoittaa,
ettd yhtilo F(z,y) = 22 +y* — 1 = 0 méiérittelee direttomin méirin erilaisia funktioita.

Edellisen esimerkin nojalla tietty yhtdlo voi madritella useita eri funktioita implisiit-
tisesti.
Esimerkki. Oletetaan, ettd funktio F' : R* — R on mééritelty kaavalla F(xy, 29, 23) =
2?3 + 123 + 23 — 1. Talloin tasa-arvokiyrd F(x1,2s,73) = 0 on ellipsoidi ja méérittelee
implisiittisesti funktion f : D? — R, missé D = {(z1,22) € R* | 21 4 123 < 1} ja
f(@1,29) = —/1 — 2% — 3a3.
Esimerkki. Olkoon F(z,y) = x° + y® — 5a3y. Tutki yhtélon F(x,y) = 0 implisiittisesti
madrittelemid funktioita pisteen x = 1 ympéaristossa.

Ratkaisu. Sijoittamalla x = 1 yhtdloén F(z,y) = 0 saadaan yht&lo

F(ly)=1+y’ =5y =0,
milld on 3 reaalijuurta. Pisteen z = 1 "ympéristossd” funktiolla on siis 3 haaraa. Merkitdan
naitd haaroja symboleilla fi, fo ja f3. Tietokoneella tai graafisella laskimella saadaan
Esitetadn aluksi seuraava erikoistapaus.

Lause 4.14. Olkoon F : D* — R jatkuvasti differentioituva pisteen (a,b) € D jossain
ympdaristossd. Oletetaan, ettd

(1) F(a,b) =0

(2) 2(a,b) #0,
Talloin on olemassa a:n ympdristo N C R, b:n ympdristé M C R ja jatkuvasti differen-
tioituva funktio f: N — R, jotka toteuttavat ehdot

(i) fla)=bja f(N)C M

(ii) jokaisella x € N ony = f(z) yhtalon F(x,y) = 0 yksikdsitteinen ratkaisu, kun

y rajoitetaan joukkoon M. Lisdksi f:n deriwaatta saadaan kaavasta

5 (. f(2))

)= =9r )

jokaisella x € N.
Huomautus 4.15. Edellinen lause takaa siis tietyilld ehdoilla ratkaisufunktion olemassao-

lon muttei anna ratkaisufunktiota eksplisiittisesti eikd, anna mitdan keinoa milla ratkai-
sufunktion voi saada yhtalosté.

Huomautus 4.16. Edellisella lauseella on geometrinen tulkinta (tarkemmin luennolla).

Huomautus 4.17. Sen jilkeen, kun differentioituvan ratkaisufunktion olemassaolo on var-
mistettu ja tunnetaan f(t), saadaan sen derivaatan arvot ketjusdantod kiyttden seuraa-
valla tavalla.
Merkitédén G(t) = (t, f(t)) jokaisella t € N. Talloin
oF oF
0= (FoG)(t)= —(t, f(t)) - 14+ —=(t, f(t))- f'(¢
(Fo G)(t) = Gt F(0) - 1+ 5t F(1) - F (1),

josta voidaan ratkaista f'(¢) mikali %—g(t, f(t)) # 0. Tatd menettelyd kutsutaan implisiit-
tiseksi derivoinniksi.

Esimerkki. Palataanpa esimerkkiin 4, jossa tutkittiin yhtilon F(x,y) = 2°+y° =523y = 0
madraamien differentioituvien implisiittifunktioiden ominaisuuksia. Nyt voidaan laskea
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kyseisten implisiittifunktioiden derivaatat pisteessid x = 1. Koska g—i(aj, y) = bat — 1522y
ja g—g(x, y) = 5y* — 52°, niin kaavalla

5 (L A1)
S (1, fi(1)
voidaan laskea f(1) ~ —1,22, f3(1) ~ 0,40 ja fi(1) ~ 1,01.
Tarkastelemme lopuksi yleistd tapausta F': D™ — R, n > 2.

fi(1) =

Lause 4.18. Olkoon F': D" — R jatkuvasti differentioituva pisteen a = (a1, as, ..., a,)
ympdristdssa D". Oletetaan, ettd

(1) F(a)=0

(2) 0,F(a) #0.
Tillgin on olemassa pisteen (ay,as, ..., an_1) € R™™ ympiristé N, a,:nnin ympiristo
M C R ja jatkuvasti differentioituva funktio f : N — R, jotka toteuttavat ehdot

(1> f(a’17 a2, . .. 7an—l) = Qp

(i) f(N)Cc M
(iii) jokaisella (z1,x9,...,24_1) € N x, = f(x1,29,...,2,1) € M on yhtilin

F(xy,29,. .., 201, 1,) = 0 yksikdsitteinen ratkaisu, kun x,, rajoitetaan joukkoon
M.
TobisTus. Katso Baxandall ja Liebeck s. 233 (tapaus n=3). O

5. Paikalliset aariarvot

Olkoon f: D™ — R, missd D™ on avoin osajoukko.

Maaritelma 4.19. Funktiolla f on paikallinen minimiarvo eli lokaali minimiarvo (local
minimum, relative minimum) pisteessd a € D, jos on olemassa sellainen pisteen a ym-
péristd N, ettd f(x) > f(a) kaikilla x € N. Piste a on téllin funktion f paikallinen eli
lokaali minimikohta (local minimum point).

Funktiolla f on paikallinen maksimiarvo eli lokaali maksimiarvo (local maximum,
relative maximum) pisteessd a € D, jos on olemassa sellainen pisteen a ympéristé N,
ettd f(x) < f(a) kaikilla x € N. Piste a on talloin funktion f paikallinen eli lokaali
maksimikohta (local maximum point).

Paikallisia minimejé ja maksimeja kutsutaan paikallisiksi dériarvoiksi.

Lause 4.20. Jos funktiolla f : D™ — R on paikallinen ddriarvokohta pisteessd a, jossa
f on differentioituva, niin 0y f(a) = 0 kaikilla yksikkovektoreilla v € R™.

TobpisTus. Olkoon a € D esimerkiksi paikallinen maksimikohta ja v € R"™ mielival-
tainen yksikkovektori. Talloin

fla+tv) — f(a) <0,

kun ¢ on riittdvan pieni. Nyt on voimassa epayhtalot

i FEHV) = f@)
t—0+ t

ja
o fa+ ) = f@)
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Koska f on differentioituva, kyseiset raja-arvot ovat samat ja siten
a+itv)— f(a
L fat ) - fa)

t—0 t

=0y f(a) =0. O

Seuraus 4.21. Olkoon [ : D™ — R differentioituva pisteessi a ja olkoon a € D™ funktion
[ ddriarvokohta. Télloin patee 0;f(a) = 0 jokaisella j =1,2,...,n ja siis V f(a) = 0.
Maaritelma 4.22. Olkoon f : D™ — R differentioituva funktio. Jos a € D" ja V f(a) =
0, niin vektorin a sanotaan olevan f:n kriittinen piste (critical point).

Esimerkki. Olkoon funktio f : R — R mééritelty kaavalla f(z) = |z|. Tutki funktion f
kriittisten pisteiden ja aériarvojen olemassaoloa.
Esimerkki. Tutki funktion f: R — R, f(x) = 23, kriittisié pisteitd ja ddriarvokohtia.
Esimerkki. Méiritelliin f : R? — R yhtélolla f(z,y) = 2% — y?. Mééritd funktion f
kriittiset pisteet ja dariarvokohdat.
Maaritelma 4.23. Olkoon f : D" — R differentioituva funktio. Jos a € D" on f:n
kriittinen piste muttei dériarvokohta, niin a on f:n satulapiste (saddle point).
Seuraavaksi pyritdaén luokittelemaan funktion f kriittiset pisteet.
Maaritelma 4.24. n x n-matriisi A on:
- positiivisesti definiitti (positively definite), jos [h]T A[h] > 0 jokaisella h € R™\
{0};
- negatiivisesti definiitti (negatively definite), jos [h]T A[h] < 0 jokaisella h € R™\
{0};
- indefiniitti (indefinite), jos lauseke [h]” A[h] saa seké negatiivisia ettd positiivisia
arvoja.
Lemma 4.25. Olkoon A symmetrinen n X n-matriisi. Tdlloin seuraavat virkkeet pitdvdt
paikkansa.
- A on positiisesti definiitti tasmdlleen silloin, kun A:n ominaisarvot ovat posi-

tiivisia.
- A on negatitvisesti definiitti, jos ja vain jos A:n kaikki ominaisarvot ovat nega-
livisia
- A on indefiniitti tarkalleen silloin, kun A:lla on sekd positiivisia ettd negatiivisia
0miNaIsarvoja.
TobisTUus. Katso jostain lineaarialgebran tai matriisiteorian oppikirjasta. U

Olkoon f : D™ — R C?*(D")-funktio. Jos h € R" ja a+h € D", voidaan kiyttia
Taylorin kehitelmaa.

fla+h) - f(a) = Vf(a) - h+ 3[h]" Ah] + [h[*y(h),
missd n(h) — 0, kun h — 0. Téssd A on fn Hessin matriisi pisteessid a. A on sym-
metrinen, silld f € C?(D™). Niin ollen A:n ominaisarvot ovat reaaliset. Merkitdin A:n
pienintd ominaisarvoa symbolilla \;, ja suurinta symbolilla A,... Télléin on voimassa
seuraava epayhtalo
Amin’hP < [h]TA[h] < /\max’h’2

jokaisella h € R™. Jos siis a on f:n kriittinen piste, niin V f(a) = 0 ja siten

(3Amin +n(h))[B]* < f(h+2) = f(a) < (3Amax + n(h)) L[

Lause 4.26. Olkoot f : D" — R C?(D")-funktio, a funktion f kriittinen piste ja A
funktion f Hessin matriisi pisteessd a. Talldin seuraavat vdittdmdt ovat voimassa:



5. Paikalliset ddriarvot 41

(1) a on paikallinen minimikohta, jos A on positiivisesti definiitti.
(2) a on paikallinen maksimikohta, jos A on negatiivisesti definiitti.
(3) a on satulapiste, jos A on indefiniitti.

TobpIsSTUS. Valitaan € > 0 siten, ettd a4+ h € D jokaisella |h| < e. Edelld osoitettiin,
etta

(Wi + n(0)) B2 < F(h+ ) — F(a) < (DA +7()) 1]
missd 7(h) — 0, kun h — 0.
Osoitetaan kohta (1). Jos Apin > 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd |n(h)| <
Amin, kun |h| < 4. Téll6in
0 < (3Amin +n(h))[h|* < f(a+h) — f(a),
kun 0 < |h| < min{J,¢e}. Siis

1
2

f(a) < f(a+h)
jokaisella 0 < |h| < min{é,e}. Taten a on f:n minimikohta.

Kohta (2) osoitetaan vastaavalla tavalla.

Todistetaan kohta (3). Olkoot siis Ayax > 0 ja Apin < 0 ja 0lkoot Viay ja Viin vastaavat
ominaisvektorit. Voidaan olettaa, ettd [Viyax| = |Vimin| = 1. Nyt siis AViax = Amax Viax j&
Avmin = /\minvmin‘ Talloin

fla+ sviax) — f(a) =V f(a) - (sViax) + %(svmaX)TA(SVmaX)
+ [Vimax | 7(5Vinax)
=0+ %/\maX32|Vmax|2 + S2|Vmax|277(svmax)
=5 (3 Amax + 7(5Vinax)) > 0,
kun s on itseisarvoltaan riittdvan pieni. Toisaalta
fla+ sviin) — f(a) =V f(a) - (sVimin) + %(Svmin)TA<3Vmin)
+ ‘Svmin‘Zn(SVmin)
=0+ %AmiHSZ‘Vmin‘Z + ‘Svmin‘Zn(SVmin)
=5 (2 \min + 7(5Vimin)) <0,
kun s on itseisarvoltaan riittdvan pieni. Néin ollen a on satulapiste. O

Kaikissa tilanteissa ei edellisté lausetta voi kiyttda, vaan on kiytettava sopivaa paét-
telyé. Seuraavassa on pari esimerkkié jossa lause toimii, ja pari esimerkkié jotka vaativat
lisdpaattelya.

Esimerkkeja.
(1) Etsi funktion f, f(x,y) = 2% + y?, kriittiset pisteet ja tutki niiden laatuja.
(2) Maérita funktion f, f(z,y) = 2* — y?, kriittisten pisteiden laadut.
(3) Olkoon funktio f: D™ — R maééritelty kaavalla f(x) = ¢, missd ¢ € R on kiinted
luku. Téll6in jokainen joukon D™ piste on funktion minimikohta ja maksimikohta.
(4) Tutki funktioiden f(x,y) = 2* +¢*, g(x,y) = 2* — y* ja h(z,y) = —a* — y*
kriittisten pisteiden laatuja.
Lemma 4.27. Olkoon A symmetrinen n X n-matriisi ja olkoon A, sen r X r-alimatriisi,

joka saadaan ottamalla r ensimmdisti vaaka- ja pystyrivid (r = 1,2,...,n). Tdllgin A
on posititvisesti definiitti, jos ja vain jos det A, > 0 jokaisella r =1,2,...,n.

TobisTUus. Harjoituksissa kiydadn lapi tapaus n = 2. O



42 Luku 4. Funktioiden erityispiirteitd, f: R" — R

Esimerkki. Nyt matriisi

11 Q12
A=
Q12  A22

on positiivisesti definiitti tarkalleen silloin, kun ay; > 0 ja ajja9 — a2y > 0.

Maééritelmd 4.28. Olkoon f : D™ — R C?*(D")-kuvaus, a € D" erds fm kriittinen
piste ja A kuvauksen f Hessin matriisi pisteessd a. Télloin matriisin A determinanttia
kutsutaan f:n diskriminantiksi pisteessd a ja merkitddn det A = Ay(a).

Huomautus 4.29. Jos n = 2, niin

M) = @5 L) - (@)

Lause 4.30. Olkoon kuvaus f : D* — R sellainen, etti f € C*(D?). Josa € D on fmn
kriittinen piste, niin

(1) a on paikallinen minimikohta, jos %(a) >0 ja As(a) > 0.
(2) a on paikallinen maksimikohta, jos %(a) <0 ja As(a) > 0.
(3) a on f:n satulapiste, jos As(a) < 0.

TobisTUus. Todistetaan kohta 1. Nyt a on paikallinen minimikohta, jos A on positii-
visesti definiitti. Lemman 4.27 nojalla taytyy olla %(a) >0 ja Ag(a) > 0.

Osoitetaan kohta 2. Tutkitaan funktiota g, joka mééritelladn yhtalolla g(x,y) =
—f(z,y). Selvisti f:n maksimit ovat ¢g:n minimeja ja kddntden. Nyt g:n Hessin matriisi
on

E =

52 5?2
~2la) —ZL <a>]

0 (a) —24(a)

~ Oydz T oy?

joten Ay(a) = Ag(a). Téaten a on f:n maksimi, jos Ag(a) > 0 ja %(a) < 0.
Kohta 3. ndhdéén seuraavalla tavalla. Nyt

9% f 92f
A= @() a,rzay(a)
=10 9

sL(a) Si(a)

on symmetrinen 2 x 2-matriisi, joten se on diagonalisoituva eli on olemassa sellainen
saannollinen 2x 2-matriisi D, etté A = DBD~!, missi B on diagonaalimatriisi. [tseasiassa

a0
B_[o AJ’

missé A1 ja Ay ovat A:n ominaisarvot. Determinantin laskusadéntdjen nojalla
det A = det(DBD™") = (det D)(det B)(det D)
= (det D)(A1Aa)(det D)™ = A\ Do
Koska nyt taytyy olla Ayax > 0 ja Apnin < 0 (oletuksen nojalla det A < 0), niin am téytyy
olla satulapiste. O
Esimerkki. Olkoon f(x,y) = x®+y>—6zy. Miiriti f:n kriittiset pisteet ja niiden laadut.

Esimerkki. Maarita funktion f, f(x,y,z) = zy + 2xz + 2yz, kriittiset pisteet ja niiden
laadut.
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6. Globaalit aariarvot

Olkoon f : D™ — R. Yksinkertaisin optimoititehtdvd on méaratd funktion f suurin
ja pienin arvo annetussa kompaktissa joukossa K C D".

Aloitetaan dariarvon olemassaoloa koskevalla lauseella. Alkuverryttelynd voit osoit-
taa, ettd identtiselld funktiolla x — z ei saavuta dériarvojaan joukoissa (0, 1), (0,00) ja

{rcQl|z| <V2}.
Lemma 4.31. Avaruuden R™ osajoukko S on kompakti, jos ja vain jos jokaisella joukon
S pistejonolla on joukossa S suppeneva osajono.

TobISTUS. Oletetaan, ettd S C R™ on kompakti ja ettd (aj);2,; on mikd tahansa
joukon S jono. Merkitdan

ae = (a®,a®,..., o).

Koska S on rajoitettu joukko, niin on olemassa luku M > 0, jolle patee |a,| < M jo-

kaisella k € Z,. Niin ollen jokainen koordinaattijono (a,(;))zozl on rajoitettu reaaliluku-
(1))00

jono ja siksi jonosta (a;’)32, voidaan valita suppeneva osajono (a,(;i)oo

Jji=1"
on rajoitetun jo-

Talloin jonon

[e.9]

(ax,, )57—; ensimméinen koordinaattijono suppenee, ja lisiksi (ay; )

Jji=1
non osajonona rajoitettu, joten sen toisella koordinaattijonolla (agi)‘]?le on suppeneva

: (2) oo
0sajono (aka )5—1-

penevat. Jatkamalla edellistd paattelyd edelleen saadaan lopulta jonon (ay)2, osajono,
jonka kaikki koordinaattijonot suppenevat.

Oletetaan, ettd joukon S jokaisella jonolla on S:sséd suppeneva osajono. Helposti paa-
telldédn, ettd S on valttamaétta rajoitettu. Osoitetaan, ettd S on suljettu. Olkoon a € 95S.
Koska jokainen pisteen a ympéristo sisdltad joukon S pisteité, niin jokaisesta a-keskisesté
avoimesta %—séteisesté pallosta (k = 1,2,3,...) voidaan valita piste a;, siten, ettd a; € S.
Saadaan joukon S jono (ax)3,, joka suppenee kohti pistettd a. Koska oletuksen nojalla
tdmén jonon erddn osajonon raja-arvo kuuluu joukkoon S, niin a € S. U

Nyt siis jonon (akj2 ) jy—1 ensimmainen ja toinen koordinaattijono sup-

Lause 4.32. Olkoon S C R"™ kompakti osajoukko ja F : S — RP jatkuva kuvaus. Tdlloin
kuvajoukko F(S) on avaruuden RP kompakti osajoukko.

ToDISTUS. Lemman 4.31 nojalla riittaé osoittaa, ettd jokaisella joukon F(.S) jonolla
on suppeneva osajono. Olkoon (by)%2, jokin jono joukossa F'(S). Siis jokaisella k € Z
pétee by = F'(ay) jollakin a, € S. Koska S on kompakti, niin jonolla (a)g2, on osajono
(ar;)32y, jolle ap;, — a € S, kun j — oo. Funktion F' jatkuvuuden nojalla lim by, =

. j—o0

]1L1130F(akj) = F(a) € F(9). O
Seuraus 4.33. Olkoon S C R"™ kompakti ja f : S — R jatkuwva kuvaus. Tdlldin f
saavuttaa pienimmdn ja suurimman arvonsa joukossa S: on olemassa sellaiset pisteet X,
ja Xy joukossa S, ettd

f(xm) < f(x) < f(xpy)  kaikilla x € S.

TobpisTUS. Edellisen lauseen nojalla f(S) C R on suljettu ja rajoitettu osajoukko,
joten siinéd on olemassa suurin ja pienin alkio. U
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S

Jos K C R"™ on kompakti ja f : K — R on jatkuvasti differentioituva ja jos M =
max,ex f(x) = f(a), missd a € K, niin joko a on K:n sisépiste tai @ on K:n reunan 0K
piste. Siis joko a on f:n paikallinen maksimikohta tai a on OK:n piste, jossa f saavuttaa
suurimman arvonsa. Néin ollen funktion f maksimikohta a € K 16ydetdan méaarittamalla:

(1) f:n kaikki kriittiset pisteet K:n sisélla
(2) f:n maksimikohta reunalla 0K.
ja valitsemalla néisté pisteisté se piste, jossa f:n arvo on suurin.
Vastaava padttely voidaan tehdd myos minimikohdalle.

Esimerkki. Olkoon funktio f méaritelty kaavalla f(x,y) = r+2?+y*. Maardd fmn suurin
ja pienin arvo joukossa K = {(z,y) € R* | 2 +y* < 1}.

Esimerkki. Mika on tilavuudeltaan suurin suorakulmainen suuntaissarmio, jonka tahkot
ovat koordinaattitasojen suuntaiset ja joka voidaan “sahata’ paraboloidin osasta x? -+
4y? < 2 < 1.

Jos f: D™ — R on jatkuva funktio ja D™ ei ole kompakti, niin funktio ei vélttamatté
saa joukossa D™ suurinta tai pieninté arvoa. On siis kiytettava tehtavikohtaisesti sopivaa
paattelya.

Esz'merkki. Maérita funktion f : R? — R, joka médritellién relaatiolla f(z,y) = e**¥(4—
x? — %), suurin ja pienin arvo.
Ratkaisu. Merkitdin K = {(x,y) € R? | 2* + y* < 4}. Nyt

(z,y) €

f(z,y) >0, kun (z,y) € K
f(z,y) =0, kun (z,y) € 0K
f(z,y) <0, kun (z,y) ¢ K

Nyt f ei saa pieninta arvoa, koska f(x,z) — —oo, kun |z| — oo. Riittéé siis etsid funktion
f suurin arvo. Médritetddn funktion f kriittiset pisteet. Jos

0= gf(x y) = "V (4 — 2 — y* — 2z2)
0= ?(az y) = eV (4 —x? — y? —2y) "’

niin = y. Sijoittamalla saatu tulos yhtaléon 4 — 2% — y? — 2z = 0 saadaan yht#lo
r? + 2 — 2 = 0, minki juuret ovat —2 ja 1. Néin ollen f:n kriittiset pisteet ovat (1,1) ja
(—2,—2). Koska (—2,—2) ¢ K, niin f saavuttaa maksiminsa pisteessa (1,1) (miksi?), ja
maksimiarvo on f(1,1) =e*(4 —1—1) = 2¢%

Esimerkki. Maaritd yhtalolla f(x,y) = 1 ff{ fyz maédritellyn funktion suurin ja pienin arvo
mikéli mahdollista.

7. Sidotut aariarvot

Usein optimointitehtavian liittyy muuttujaa rajoittavia lisdehtoja eli side-ehtoja.

FEsimerkki. Suunnittele suorakulmaisen sirmién muotoinen kanneton astia, johon mahtuu
V' litraa nestettd ja jonka valmistamiseen kuluu mahdollisimman vdhén materiaalia.
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Ratkaisu. Mikéali suorakulmaisen sdrmion sivujen pituudet ovat z, y ja z, niin as-
tian tilavuus noudattaa kaavaa V' = zyz, missd V on annettu kiinted positiivinen luku.
Astian sivutahkojen pinta-alan ja pohjan pinta-alan summa noudattaa puolestaan kaa-
vaa g(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz. On siis 10ydettéva astian vaipan kokonaispinta-alan g
minimi, kun muuttujia z, y ja z sitoo ehto V' = xyz. Nyt voidaan rajoittua joukkoon
D ={(z,y,2) eR® | x>0, y >0 ja z>0}. Téssd tapauksessa voidaan ehtoyhtalosti
V = xyz ratkaista muuttuja z ja sijoittaa sitten lauseke z = x—‘;{ pinta-alan lausekkeeseen
g. Siis

W, y) = g(a,y, ;) = vy + 2+ 27,
missid z,y > 0. Niin ollen on etsittivi minimii kuvaukselle h : E? — R, missid £ =
{(x,y) € R? | z,y > 0}. Etsitééin h:n kriittiset pisteet. Yhtiloista

oh 2V

g &V =Y =27 =0
ja

oh 2V

@(x,y):x—?:o

seuraa ry? = x%y = 2V, misti edelleen seuraa x = y = v/2V. Siis h:lla on ilmeisesti
minimikohtana (v2V, v2V) (tdméi pitdé tietenkin perustella), jolloin h(vV2V,V2V) =
32V)*/3 ja z = V2V,

Huomautus 4.34. Edellisen esimerkin funktiolla g ei ole paikallisia diriarvoja joukossa R3.
g:n ainoa kriittinen piste (0,0,0) on ¢g:n satulapiste. Tassé tehtavissa lisiehdot zyz =V
ja x,y,z > 0 rajoittavat ¢g:n miiritysjoukon sellaiselle avaruuden R? pinnalle S, etti ¢
saavuttaa siind pienimmén arvonsa. Siis

( mi%q Sg(x, y,z) = g(V2V V2V, iV2V) = 3(20)%3.

x,Y,2)E
Huomautus 4.35. Téassa esimerkkitapauksessa onnistuimme ratkaisemaan muuttujan z
lisdiehdosta V = xyz. Aina tdma ei tietenkddn ole mahdollista. Esimerkiksi lisdehdoista

r+y+z—sin(zyz) =0
ja
B+ i+ —-1=0
muuttujien ratkaiseminen voi olla hankalaa. (Jalkimmaéisestd ehdosta voidaan ratkaista
kukin muuttuja mutta saadaan kuitenkin kaksi ratkaisua.)

Edella mainitut vaikeudet voidaan voittaa kidyttamalld niin sanottua Lagrangen ker-
tojien menetelmdd (method of Lagrange multipliers). Témén menetelmén geometrinen
perustelu on seuraava.

Olkoon g : D™ — R annettu jatkuvasti differentioituva funktio. Tehtévana on tutkia
g:n aariarvoja toisen jatkuvasti differentioituvan funktion f : D™ — R maéaritteleméssé
tasa-arvojoukossa

S={xeD"| f(x)=0}.
Olkoon nyt p € S. Merkitain
T ={xeD"[gx)=ygp)}
T7={xeD"|g(x)>g(p)}
T~ ={xeD"|g(x) <g(p)}
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Imeisesti D" jakautuu kolmeen erilliseen osaan T', T~ ja T'", ja ilmeisesti T' on reuna
joukkojen T~ ja T vilissi. Lisiaksi p € S ja p € T. Jos nyt p on funktion ¢g : S™ — R
ddriarvokohta, niin riittdvén pienelld ¢ > 0 joukko B(p,e)NS™ ei voi siséltdd seké joukon
T~ ettd joukon T alkioita.

Tama tarkoittaa sité, ettd joukko S™ ja ¢:n tasa-arvojoukko T “sivuavat” toisiaan pis-
teessd p, jos p on edelld mainittu dédriarvokohta. Siis vektorit grad f(p) ja grad g(p) ovat
yhdensuuntaisia (eli vastakkais- tai samansuuntaisia).

On kuitenkin huomattava, etté kaikki ne pisteet p, joissa kyseessid olevat gradientti-
vektorit ovat yhdensuuntaiset, eivit valttamétta ole g:n dariarvokohtia.

Menetelmé voidaan tasmallisesti esittda seuraavana lauseena, jonka todistus perustuu
implisiittifunktiolauseeseen.

Lause 4.36. Olkoot g : D" — R ja f : D" — R jatkuvasti differentioituvia funktioita
(n > 2). Olkoon

S ={x=(z1,29,...,2,) € D" | f(x) =0}.
ja p € S sellainen piste, etti grad f(p) # 0. Jos p on g:n ddariarvokohta joukon S
suhteen, niin on olemassa sellainen A € R, ettd

grad g(p) = Agrad f(p).
TobisTus. Katso Liebeckin ja Baxandallin kirja sivu 245. U

Seuraus 4.37 (Lagrangen menetelmi). Olkoot f,g ja S kuten edelli. Jos p € S on g:n
adriarvokohta joukon S suhteen, niin joko

(1) f(p) =0 ja grad f(p) = 0 tai
(2) f(p) =0, grad f(p) # 0 ja grad g(p) = Agrad f(p) jollakin A € R.
Edellisen mééaritelmén ehdoissa 1. ja 2. olevien yhtdloiden ratkaisuja p sanotaan g:n
kriittisiksi pisteiksi joukon S suhteen. Huomaa, etté kriittinen piste ei aina ole déariarvo-
kohta.
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Esimerkki. Tarkastellaan jilleen esimerkkia 7. Siis g(z,y,2) = xy + 22z + 2yz, D =
{(x,y,2) € R® | z,y,2 > 0} ja f(x,y,2) =xyz —V = 0. Tallsin
S={(z,y,2) e R®| f(z,y,2) =0, z,y,2>0}.

Etsitaan kriittiset pisteet joukon S suhteen.

(a) Tutkitaan ehtojen xyz — V = 0 ja grad f(x,y, z) = 0 yhtdaikaista voimassaoloa.
Siis

xyz—V =0 ja (yz,zzxy)=(0,0,0).

Koska zyz =V > 0, niin ehdot eivéit voi olla yhtdaikaa voimassa joukossa D.

(b) Tutkitaan milloin ehdot zyz —V = 0, grad f(x,y,z) # 0 ja gradg(z,y,2) =
Agrad f(z,y, z) ovat voimassa samanaikaisesti. Nyt yhtaloisté

xyz =V ja (y+2z,z+22,2c+2y) = \yz,zz,2y)
. 3 . 13 e .
seuraa r =y = 2z, joten ¥ =y = V2V ja z = 5v2V. Tehtdvan geometrisesta luonteesta
seuraa, ettd piste (V2V, V2V, £v/2V) on minimikohta.
Esimerkki. Minimoi funktio g(z,y) = (z — 1)? 4+ (y + 1)? lisédehdolla 2 + y? — 2xy = 0.

Esimerkki. Minimoi lauseke g(z,y,2) =z +y + 2, (x,y, z) € R3, lisdehdolla f(z,y, z) =
-yt —y—2z2=0.






LUKU 5

Kaksinkertainen integraali tasossa R?

1. Funktion integraali yli suorakulmion

Olkoot R = {(z,y) e R* | a <z <b, ¢ <y < d} annettu suorakulmio tasossa R?
ja f: R — R annettu rajoitettu funktio. Siis on olemassa luvut m, M € R, joille

m < f(x,y) < M jokaisella (x,y) € R.
Olkoot a =g <1 < ... <z 1 <ap=bjac=y <y <...<y_1 <y = dvilien
[a,b] ja [c,d] jakoja. Néin saadaan R:n jako P suorakulmioihin
Rij={(z,y) e R? |2,y <z <, yj_1 <y <y}
i=1,2,. .k =121

Suorakulmion R;; pinta-ala A;; on

Ay = (25 — 21) (Y — Yj—1)-
Olkoon

my = inf f(z,y) ja M= sup f(z,y)
(.)€ Rij (x,y)ER;;

Siis jokaisella p;; € R;; on voimassa kaksoisepéayhtalo
mijAij < f(Pij) Aig < My Ay

Madéritelldan jakoon P liittyvat Riemannin summat: lauseke

kool
A(f,P) = Z mijAy; = sziina‘

1<i<k i=1 j=1
1<5<1

on niin sanottu jakoon P liittyva alasumma ja lauseke
Y(f,P) = Z M;j Ay

1<i<k
1<5<1

on vastaavasi jakoon P liittyva ylasumma. Selvasti

A(F,P) < Y Fpi) (@ —ain)(y; —y3-1) <Y (F,P)

1<i<k
1<5<

Maaritelma 5.1. Sanotaan, ettd R:n jako P* on jaon P hienonnus (refinement), jos
jokainen jaon P* suorakulmio on jonkin P:n suorakulmion osajoukko.

Jos Py ja P, ovat R:n jakoja, saadaan luontevasti ndiden yhteinen hienonnus P*
kayttamallda molempien jakopisteitd. Helposti todetaan, etta

Toisin sanoen alasummat ovat aina ylasummien “alapuolella’.
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Maiiritelma 5.2. Rajoitettu funktio f : Q* — R on Riemannin mielessi integroituva
yli suorakulmion @, jos

sup A(f,P) =inf Y(f,P).
P P

Téata yhteistd raja-arvoa sanotaan funktion f integraaliksi yli suorakulmion @) ja merki-

taan symbolilla
//RfdA tai //Qf(az,y)da:dy tai //Qf

Lause 5.3. Rajoitettu funktio f : Q* — R on integroituva yli suorakulmion Q, jos ja
vain jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa Q):n jaot Py ja Po siten, ettd

Y(f,P1) = A(f, P2) <e.
TODISTUS. Seuraa suoraan maaritelméasta. O

Esimerkki. Olkoot R = [—1,0] x [—1,0] ja f(z,y) = —x. Laske f:n integraali yli joukon
R.

Esimerkki. Olkoon R = [0, 1] x [0,1]. Olkoon funktio f mééritelty asettamalla

f<x,y>:{1’ oy S

0, muulloin
Onko f integroituva yli joukon R?

Seuraava lause on ilmeinen.

Lause 5.4. Olkoot f,g: Q* — R rajoitettuja integroituvia funktioita yli suorakulmion Q
ja olkoot k € R. Talloin f+ g ja kf ovat integroituvia yli QQ:n ja

//Q(f+g)dA://RfdA+//diA ja //Q(kf)dA:k;//QfdA_

Lause 5.5. Jos [ : Q* — R on jatkuva rajoitetussa suorakulmiossa Q = [a,b] x [c,d],
niin se on integroituva yli Q):n.

Tobistus. Koska Q) on suljettu ja rajoitettu ja f on jatkuva ():ssé, on f tasaisesti
jatkuva (Q:ssé. Siis jokaista € > 0 kohti on olemassa 0 > 0 niin, etté

[f(v) = f(w)| <e

aina, kun |[v—w| < § ja v,w € Q. Olkoon nyt € > 0 annettu ja P sellainen Q:n jako, etta

suorakulmion @);; lavistajé on pienempi kuin ¢ kaikilla ¢ =1,2,...kjaj=1,2,...,1. Jos
nyt m;; = min x,y) ja M;; = max x,y), niin
Y ! (z,)€Qi; f( y) ) ! (z,9)€Qi; f( y)

M;; — m;; <€
kaikilla ¢, 7. Néain ollen

Y(f,P)—A(f,P) = Z Z(Mij —myg) (T — 1) (Y; — Yj-1)

=1 j5=1

< Z Z e(w; — 2i-1) (Y5 — Yj—1)

Koska € voidaan valita mielivaltaisen pieneksi, niin viite seuraa [l
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Seuraavaksi pyritdan johtamaan kiyttokelpoinen laskutapa integraalille

/QfdA.

Olkoon kuvaus f : Q? — R jatkuva ja positiivinen suorakulmiossa Q = [a,b] X [c,d].
Siis ﬂQ f dA on hyvin maéritelty lauseen 5.5 nojalla ja se antaa pinnan z = f(z,y) ja
xy-tason suorakulmion () kohdalle rajoittaman kappaleen tilavuuden. Taso x = p leikkaa
tamén kappaleen jokaisella p € [a, b] ja poikkileikkauspinta-ala on

=/Cdf(p,y)dy

Koska taméi integraali on hyvin mééritelty jokaisella p € [a,b], saadaan funktio F' :
[a,b] — R. Jos otetaan kappaleesta viipale tasojen = = p ja x = p + Ax vilisté, on viipa-
leen tilavuus likimédérin yhtdsuuri kuin F'(p)Az, miki viittaa siihen, ettd koko kappaleen

tilavuus on
b b d
= ) do dy = F(x)dx = ,y) dy pdx.
/Qf(xy)wy / (z) d /a{/cf(my) y}x

Siis kaksinkertainen integraali yli suorakulmion () saadaan kahtena perdkkéisend in-
tegrointina yli suljettujen vélien eli niin sanottuna toistettuna integrointina (repeated
integration). Toistetusta integroinnista kiytetddn myos merkintaa

//Qf@,y)dasdy:/ab/jf(zv,y)dyd:c.

Tama menettely todistetaan kohta tésméllisesti.

Huomautus 5.6. Y1la esitetty péaéttely voidaan suorittaa myos toisessa jarjestyksessa,
jolloin saadaan vastaavasti

//Qf(m,y)dxdyZ/cd/abf(x,y)dwdy-

Esimerkki. Laske funktion f, jolle f(z,y) = zy, integraali yli joukon @ = [0, 1] x [0, 1].

Esimerkki. Laske funktion f, f(z,y) = x* + v, integraali yli joukon @ = [0,1] x [1, 3].
Lause 5.7. Olkoot Q = [a,b] X [c,d] rajoitettu suorakulmio ja f : Q — R rajoitettu
integroituva funktio. Jos integraali
d
= / [z, y) dy

on olemassa jokaisella x € [a,b], niin F' on integroituva vdlilld |a, b] ja

//fxydxdy—//fxydyda:

TobisTus. Olkoon m < f(z,y) < M jokaisella (z,y) € Q. Siis jokaisella p € [a, b] on

m<d—c>§/ F(pyy)dy < M(d—¢).
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Néin ollen F' on rajoitettu funktio vélilla [a,b] ja sen yli- ja alasummat ovat &dérellisia
jokaisella vélin [a, b] jaolla IT ja A(f,II) < Y(f,II). Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska f
on oletuksen mukaan integroituva yli (J:n, on olemassa ():n jako

P:ra=xg<m <...<xp=0b ja c=y<y<...<y =d.

niin, etta

Y(fvp) —A(f,P) <€
Merkitddn vélin [a,b] jakoa a = 29 < 27 < ... < zx = b symbolilla 7. Olkoon nyt
pi € [xi_1,x;] jokaisellat = 1,2, ... k. Télloin milld tahansa indeksiparilla ¢, j on voimassa
kaksoisepayhtalo

mz]<y y] l / fpza )dy<MZj( y] 1)

Kerrottaessa kyseinen kaksoisepdyhtalé puolittain luvulla (z; — x;-1) > 0 saadaan kak-
soisepayhtélo

ey — 95 ) (@1 — 2e) < (01— wir) | Fury)dy < Mgy — yy1) (s — i),

Yj—1
Summaamalla sitten ndmé kaksoisepayhtélot yli indeksien ¢ = 1,2, ... kjaj =1,2,...,1

saadaan
k

A(f,P) < ZF(M)(% —xi1) <Y(f,P).
i=1
Nyt voidaan péatelld, etté
A(f,P) < A(f,m) <Y(f,m) <Y(f,P).

Néin ollen F' on integroituva yli vélin [a, b] ja

/ d:z:—/ f(x,y)dxdy. O

Koska edellinen pééttely voidaan suorittaa myos toisessa jérjestyksessa, niin saadaan
seuraava lause.

Lause 5.8 (Fubinin lause). Olkoon f : Q* — R rajoitettu funktio, joka on integroituva
suorakulmiossa Q) = |a,b] x [c,d]. Jos f(x y) on integroituva x:n funktiona jokaisella
y € [c,d] ja y:n funktiona jokaisella x € [a,b], niin

//fxydxdy—//fxydydx—//fxydxdy

Huomautus 5.9. Fubinin lause on voimassa, jos f on jatkuva suorakulmiossa ).

2. Nollajoukko

Olkoot g < w1 < ... < xpjayy < y1 < ... <y kaksi dérellista reaalilukujoukkoa. Né-
mé médrittelevit koko R%*n jaon P, johon kuuluu (k+2)(I+2) kappaletta suorakulmioita,
joista osa on rajoitettuja ja osa ei. Jaon hienonnus maéritellaédn kuten aikaisemminkin.

Maiiritelmé 5.10. Olkoot A C R? osajoukko ja P erdis avaruuden R? jako. Joukon A ja
jaon P kontaktijoukon muodostavat ne suorakulmiot, joiden leikkausjoukko A:n kanssa
on epityhja. Taméan kontaktijoukon pinta-alalle kiytetaan merkintdd k(A, P).

Jos A C R? on rajoitettu osajoukko, niin 1dytyy aina jakoja P, joille k(A4,P) < oo
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Miééiritelma 5.11. Avaruuden R? osajoukko N on nollajoukko (null set), jos jokaista
e > 0 kohti on olemassa sellainen R%n jako P, ettd k(N,P) < e.

Esimerkki. Nelion [0, 1] x [0, 1] reuna on nollajoukko.

Lause 5.12. Olkoon v [a,b] — R jatkuwva funktio. Tdlloin graafi {(z,¢(x)) : x € [a,b]}
on nolla joukko.

Tobistus. Olkoon € > 0. Koska 1 on tasaisesti jatkuva, voimme valita ¢ > 0 siten,
ettd [(x) — ¥ (y)| < € aina kun |z — y| < §. Valitaan g = a < 1 < ... < x = b joille
Tip1 — x; < 0. Nyt kiyrén osa {(z,¢(x)) : @ € [2;,2;41]} voidaan peittéd suorakaiteella
Qi, jonka koko on €(z;41 —x;). Nyt suorakaiteiden @); perhe peittia joukon {(:1:, P(z)): x €
[a,b] }. Niiden yhteenlaskettu pinta-alaon Y, €(x;11—1;) = e(b—a), josta viite seuraa. [

Lause 5.13. Olkoon Q = |a,b] x [c,d] rajoitettu suorakulmio ja f : @Q — R rajoitettu
funktio. Jos pistejoukko

{(z,y) € R* | f on epijatkuva pisteessd (x,)}
on nollajoukko, niin f on integroituva yli R?:mn.
TobisTus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivu 351 Theorem 7.2.12. U

Lause 5.14. Olkoon Q) = [a,b] X [c,d] rajoitettu suorakulmio ja N C Q nollajoukko.
(1) Jos f : Q* — R on rajoitettu funktio, jolle f(p) = 0 jokaisella p € Q \ N, niin

f on integroituva yli QQ:n ja
// fdA=0.
Q

(2) Jos g : Q* — R on integroituva yli Q:n ja myds h : Q* — R on rajoitettu funktio,
jolle h(p) = g(p) jokaisella p € Q \ N, niin h on integroituva yli Q:n ja

//diA://thA.

TobisTus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivu 352 Theorem 7.2.17. U

3. Funktion integraali yli R?:n rajoitetun osajoukon

Olkoon S C R? jokin rajoitettu osajoukko ja f : S — R funktio. Olkoon edelleen )
sellainen rajoitettu suorakulmio, ettd S C ). Maaritelladn funktio f* asettamalla

crn ) f(P), JjospeS
f(p)_{o, jospg S

Maaritelma 5.15. Jos f:n laajennus f*: () — R on integroituva yli ():n, niin sanotaan
ettd f : .S — R on integroituva yli osajoukon S. Talloin méaaritelladn

//SfdA://Qf*dA.
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R

Huomautus 5.16. Integroituvuus ja integraalin arvo ovat riippumattomia suorakulmion
() valinnasta.

Esimerkki. Olkoot S = {(x,y) € R| 2*+y* < 1} ja f(x,y) = 1 kaikilla (z,y) € S. Laske
f:n integraali yli joukon S.

Maiiritelmé 5.17. Jos S C R? on rajoitettu osajoukko, niin S:n pinta-ala on

A(S) = //SldA.

Seuraavaksi johdetaan menetelmié integraalin ﬂs dA laskemiseksi erdissd erikoista-
pauksissa.

Lause 5.18. Olkoot ¢ : [a,b] — R ja ¢ : [a,b] — R jatkuvia funktioita, joille pdtee
o(x) < Y(z) kaikilla x €]a,b], ja olkoon

S:{(g:,y)eRQ\agang, o(z) <y <P(x)},

jolle S on suljettu yksinkertainen kdyrd (nollajoukko). Jos f : S — R on jatkuva, niin
f on integroituva yli joukon S ja

faypdedy= [ [ fay)dyds
S a Jo(x)

yh

H"

TobpisTus. Olkoon ¢ = min{p(z) | a < x < b} ja d = max{y(z) | a < x < b}. Siten
S C [a,b] x [c,d]. Koska 0S on nollajoukko ja f on jatkuva, niin

. ) (), os (w,y) €S
! “”’”‘{a jos (2,y) ¢ 5
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on integroituva yli Q):n. Nyt jokaiselle x pétee

0, kun ¢ <y < p(z)
fray) =9 flzy), kan plr) <y <) .
0, kun ¥(z) <y <d

Jokaisella z funktio f(x,y) on jatkuva y:n funktio, kun ¢(x) <y < ¢(z). Taten jokaisella
x f*(z,y) on integroituva y:n funktio ja

d o(z) () d ()
/ f*(l’,y)dy=/ 0dy+/ f(x7y)dy+/ )Odyz/ flz,y)dy.
c c ® @

(z) P(z

/Lf(x,y)dyz/[gf*(x,y)dxdy
=/ab/cdf*<x,y)dydx
_ / b / ?:)f(w) dyda

ja todistus paattyy. Il

Nyt saadaan yhtalo

Huomautus 5.19. Edellisessd lauseessa maariteltya aluetta S sanotaan x-simppeliksi (x-
simple). Vastaavalla tavalla maéritelladan y-simppeli alue. Lisdksi vastaava tulos pétee
y-simppelille alueelle.

Lause 5.20. Olkoot v, : [¢,d] — R jatkuvia funktioita, joille p(y) < ¥(y) jokaisella
y €]c, d[ ja olkoon
S={(z,y) eR?*|e <y <d, ply) <z<9(y)},

jolle S on suljettu yksinkertainen kdyrd. Jos f : S — R on jatkuva, niin f on integroituva

yli S:n ja
d r(y)
//f(l’,y)dwdyz// f(x,y) de dy.
s c Jo(y)

Esimerkki. Laske paraabelien 3 = 243 ja y> = —2x+6 rajoittaman tasoalueen pinta-ala
(a) y-simppeliné alueena.
(b) z-simppelind alueena.

Lause 5.21. Olkoon S C R? rajoitettu osajoukko ja f,q : S — R rajoitettuja funktioi-
ta, jotka ovat integroituvia yli joukon S. Talloin f + g ja kf ovat integroituvia yli S:n
jokaisella k € R ja

//S(erg)dA://SfdAJr//SgdA ja //S(k;f)dA:k//sfdA

ToDISTUS. Lause seuraa méaaritelmésta 5.15 ja lauseesta 5.4. U

Lause 5.22. Olkoot f,g: S — R integroituvia yli S C R*:n ja olkoon f(x,y) < g(z,y)

kaikilla (z,y) € R%. Tdlloin
//fdA§ //gdA.
s s

Tobistus. Koska h(z,y) = g(z,y)—f(z,y) > 0 kaikilla (x,y) € R? niin [[¢ h(x,y) dzdy >
0. Viite seuraa kaksinkertaisen integraalin lineaarisuudesta. U
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Lause 5.23 (Integraalilaskennan viliarvolause). Olkoon S C R?* kompakti osajoukko,
jolle 9S on avaruuden R? nollajoukko ja olkoon f : S — R jatkuva funktio. Jos m =
min f(z,y) jo M = max f(z,y), niin

S) < / [ Hey ey < MAS),

Jos S on lisiksi polkuyhtendinen, niin on olemassa sellainen piste (a,b) € S, etti

//f 7)o dy = F(a,b)A(S).

TobpisTus. Koska m < f(z,y) < M jokaisella (z,y) € S, niin edellisen lauseen

nojalla
//SmdAS //Sf(x?y)dxdys /SMdA
m [[ dA< [[ flz,y)dedy <M [[ dA
Jos= ] i

S) < / [ Hey ey < MAS),

Osoitetaan jialkimméinen véite. Olkoon S siis lisidksi polkuyhtendinen, jolloin f saa
kaikki arvot m:n ja M:n vélilta. Todistuksen alkuosan nojalla

a JFaas

joten on olemassa sellainen (a,b) € S, etta

1
f(a7b)=m/sfdz4,

mista viite seuraa. U

Lause 5.24. Olkoot S ja T rajoitettuja osajoukkoja, joille SNT = () ja olkoon f : SUT —
R rajoitettu funktio. Jos f on integroituva sekd yli joukon S ettd yli joukon T, niin f on
integroituva yli joukon SUT ja

JL o= v fro

Tobistus. Olkoon () suorakulmio, jolle SUT C @, ja olkoot
f(p), pes f(p), peT
fs(p) = { ®) SR

eli

eli

0, peQ\Ss 0, peQ\T

ja

0, peQ\(SuUT)’

Havaitaan, ettd fsur = fs + fr, mista paatelldan, etta

//QfdA://QfSUTdA://Q(fS+fT)dA
://QdeA+//QdeA://SfdA+//deA. .

fsur(p) = {f(p% peSUT
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4. Muuttujan vaihto kaksinkertaisessa integraalissa
Kurssissa matematiikan perusmetodit 1 todistettiin, etta

a(b)
/ fla t)dt =

f(s)ds
a(a)
missd a on aidosti monotoninen ja jatkuvasti differentioituva. Jos yksinkertaisessa integ-
raalissa merkitdan

[o= ]

aina, kun a < b ja I = [a, b, saadaan kaava muotoon
RGO B

Téssé termi |o/(¢)| kuvaa muunnoksen s = a(t) "suurennusta’ suljetulla valilla [¢, ¢ + At]
a(t + At) — a(t)] = |o'(p)| |At].
Sama ilmié havaitaan kaksinkertaisessa integraalissakin. Kun suorakulmion () pinta-ala
on Au Av, niin tasoalueen S = G(Q) pinta-ala on "likim&4rin” sen suunnikkaan pinta-ala
mink& virittavat vektorit b’ —a’ ja d’ — a’
v
A

v+ Av'*--d

ol

d/

C
Ve ——- _ a !
d 5 b’
3 . » U, >
u u+ Au x
Toisaalta
b'—a’  G(u+ Au,v) — G(u,v)
Au Au
_ gl<u+Auav) _gl(uav) 92<U+Auav) _92(uav)
Au ’ Au
ja
d—-a  Guv+ Av) — G(u,v)
Av Av
_ g1(u, v+ Av) — g1(u,v) go(u, v+ Av) — go(u,v)
Av ’ Av ’
joten saadaan approksimaatiot

b —a =~ (8lgl(u,v) Au, 0192(u, v) Au)
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ja

d' —a’' ~ (9291 (u, v) Av, Daga(u, v) Av).
Vektorigeometriasta muistamme, ettd avaruuden R? vektoreiden p ja q virittidméin suun-
nikkaan pinta-ala saadaan laskemalla |p x q|. Merkitdan p = (aq,as,0) ja q = (by, bo, 0).
Tason R? vektoreiden virittdmén suunnikkaan pinta-alaksi saadaan siis

i j k 0
pxal=|lai ax O =" ;°
by by, 0 LG

Soveltamalla tatéa tulosta saadaan S:n pinta-alalle approksimaatio

Ohg1(u,v) Orga(u,v)

A(S)% 3291(%”) 8292(%”)

AuAv = |det e (uw) | Au Awv,

missid J; on G:n Jacobin matriisi. Olkoon nyt A C R? wv-tason rajoitettu alue ja G :
R? — R? koordinaattimuunnos (z,y) = G(u,v) eli x = g,(u,v) ja y = go(u,v). Tilléin
uv-tason alue A kuvautuu zy-tason alueeksi G(A). Oletetaan, ettd G on bijektiivinen ja
ettd G ja G’ ovat C'-funktioita. Olkoon P jokin jako {Q;}", ja olkoon @; jokin jakoon
P kuuluva kompakti suorakulmio, jolle Q; N A # (). Valitaan r; € Q; N A ja merkitdan
Va T1 Ya

\
] {\Rz’

Talloin
//G(A)f(x,y) dx dy ~ Zf(si)A S,

~ Zf )) ldet To(e

A(Qs)

//f (u,v)) |det T (u,v)| du dv.

Téamaé heuristinen paattely antaa viitteen siitd, etta seuraava lause on tosi.
Lause 5.25. Olkoon K C R? kompakti osajoukko, G : K — R? C'-funktio ja olkoon
D C K avoin osajoukko. Oletetaan, etti D, K ja G toteuttavat seuraavat ehdot:

(1) K\ D on tason nollajoukko,
(2) G on injektio joukossa D,
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)

2

LTS
\\ﬁ//

(3) det Tguw) # 0 kaikilla (u,v) € D.
Silloin, jos f: G(K) — R? on jatkuva joukossa G(D), niin

// fxydxdy—//f u,v)) |det T (u,v)| du dv.

Esimerkki. Olkoon S = {(z,y) € R* | 1 < 2?4+ y* < 4}. Laske [[;2°y*dx dy.

Ratkaisu 1. Jactaan S parittain erillisiin z-simppeleihin alueisiin tai parittain erillisiin
y-simppeleihin alueisiin ja integroidaan f niiden yli. Funktion f integraali yli joukon S
saadaan talloin “osa-integraalien” summana (ks. kuva).

Ratkaisu 2. Siirrytdan napakoordinaatteihin. Siis

(z,y) = G(r,p) = (rcos g, rsin )
Jos K = {(r,p) e R? | 1 <r <2 0< ¢ <27}, niin S = G(K). Valitaan D =
11,2[x]0, 27[. Selvéisti K \ D on nollajoukko, G injektio D:ssé ja D C K. Nyt
dz,y) <cosg0 —rsin g0>

a(r, ) singp  7cos .
ja |det Jg(rp)| = rcos? p + rsin® ¢ = r > 0 kaikilla (r, ) € D. Néin ollen

// x7y da:dy—// 72 cos? ) (r? sin® p)r dr dy
:/ / 0 cos? o sin? ¢ dp dr

21
:Z/lrdr—gﬁ

Huomioita kdanteisfunktioista. Integraalin muuttujavaihdossa joudumme tilan-
teeseen, jossa on usein hyddylisté tietdd kuvauksen ® ja sen kiidnteiskuvauksen ®~1 vi-
lisen yhteyden. Tamaé yhteys esitetadn téssa kappaleessa.

Olkoot U ja V joukkoja ja f : U — V injektio. Talloin f:ll& on kadnteisfunktio
[~V D f(U) — U, joka méiritelldén asettamalla

f(f(u) =u kaikilla v = f(u) € f(U).
Siis flof=1:U—Ujafof?t=1:fU)— fU).

Jc(re) =
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Palauta mieleen: Jos f : D — R, D C R, on jatkuvasti differentioituva ja f'(a) # 0
jollain @ € D, niin on olemassa sellainen avoin vili I C D, ettdi a € I, f : I — R on
injektio, f=1: f(I) — I on differentioituva ja

jokaisella x € I.

Maaritelma 5.26. Olkoon F': D™ — R"™. Sanotaan, ettd F' on paikallisesti injektiivinen
(locally injective) pisteessd a, jos on olemassa sellainen avoin joukko N C D™, ettd
a€ N ja F|y: N — F(N) on injektio. Lisiksi kuvauksen F' sanotaan olevan paikallisesti
kadantyvd eli paikallisesti invertiibeli (locally invertible) pisteessd a ja kuvauksen F|y
kidnteisfunktiota merkitiin symbolilla F'—1.

Olkoon A : R™ — R" lineaarinen kuvaus. Télloin A on injektio tdsmélleen silloin,
kun sen determinantti on nollasta eridvéa. Lisdksi tiedetdan, ettd A on bijektio tdsmélleen
silloin, kun se on injektio (koska A on lineaarinen). Jo aikaisemmin néhtiin, ettd A:mn
differentiaali on Am Jacobin matriisi J4 x, joka on sama kuin A:n matriisi luonnollisen
kannan suhteen.

Olkoon F': D™ — R differentioituva pisteesséd a € D". Siis

Fla+h) — F(a) = Lah + [hlp(h),

missé |p(h)] — 0, kun |h| — 0, ja Lp, on lineaarinen kuvaus R® — R”. Siis lauseke
F(a)+ L ,h approksimoi hyvin funktiota F' pisteen a ympéristossé. Néin ollen on helppo
uskoa seuraava niin sanottu “"inverse function theorem”.
Lause 5.27 (Inverse function theorem). Olkoon F : D™ — R" jatkuvasti differentioituva
funktio, a € D" ja det Jpa # 0. Tdlloin

(1) on olemassa sellaiset avoimet joukot U,V C R™, ettt a € U C D", F(U) =V ja

F U —V on injektio.
(2) F on paikallisesti kidintyvd pisteessi a ja F~' : V — U on jatkuvasti differen-

tiortuva.
(3) Tp-1p@)Tra =1 €li Tp-1 p@) = Tia
TobisTus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivu 217. U

Esimerkki. Olkoon F(z,y) = (e” cosy, e” siny). Tutki F':n kidnteisfunktion seké globaalia
ettd lokaalia olemassaoloa.

Ratkaisu. Nyt F' ei ole globaali injektio, silld esimerkiksi £'(0,0) = F'(0, k27) = (1,0)
kaikilla k£ € Z. Tutkitaan F:n paikallista kiddntyvyyttda. Merkitdédn p = (x,y). F:n Jacobin

matriisi pisteessa p on

T = e*cosy —esiny

Ep = \e"siny e*cosy |-
Nyt
det Jrpp = € cos®y + e**sin’ y = e** > 0.
jokaisella p € R2. Niin ollen F on paikallisesti kidintyvi jokaisessa R%:n pisteessi.
Tutkitaan F:84 joukossa A = {(z,y) | -1 <2 <1, —7/2 <y < 7/2}. Merkitdin
u = e’ cosy ja v =e"siny. Talloin
u?+1v? =¥ = z=In(Vu2+ 1?2

ja

v v

— =tany <=y = arctan —.

u u
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Néin ollen F' on injektio joukossa A ja
F(u,v) = <log (Vu? +v?), arctan E)
u

kaikilla (u,v) € R?, joille u > 0 ja + < Vu2 + 0% <e.
Nyt (0,0) € A, F(0,0) = (1,0) ja

1 0
jF,(0,0) = (0 1) )

- 10
Tr1,00 = Tr00) = (0 1) '

joten






LUKU 6

Polkuintegraali ja kaari-integraali

1. Reaalifunktion polkuintegraali

Kertaa Riemannin summa ja integraali sekd késitteet polku, kiyré ja yksinkertainen
kaari.

Olkoon F' : [a,b] — R™ jatkuva funktio. Siis ' on polku pisteestd [F'(a) pisteeseen
F(b). Jos F on C'-polku, niin tdmén polun pituudelle johdettiin kaava

)= [1Pwla= [C(ROPs o 1non
missi F(t) = (fi(t),..., fa(t)). Vastaava polun pituusfunktio on
A(t) = /t]F’(u)\ du, a<t<b.
Jatkossa polkuja merkitdan pienilla ;{reikkalaisilla kirjaimilla, esimerkiksi 7 : [a, b] — R™.

Jotkut kdytdnnon ongelmat johtavat tarkastelemaan annetun funktion f : D™ — R
integrointia pitkin annettua polkua v : [a,b] — R", joka toteuttaa ehdon v([a,b]) C D.

i

a ti—l Di ti b

Esimerkki. Kala ui vedessa pitkin polkua v kita auki kerdten ravintoa, jonka tiheysja-
kaumaa vedessd kuvaa annettu funktio f(z,y, z). Kuinka paljon ravintoa kala kerd?

Oletetaan, ettd f on rajoitettu funktio. Jos
P={a=ty<ti <...<ti1 <t;<...<tp=0b}

on vélin [a, b] jako, niin polun v pituus valilla v (¢;_1), v(t;) on A(¢;) — A(t;—1). Olkoon vield
pi € [ti—lyti]a 1= 1, 2, cee k. Merkitaan

R.(f,P) = Z FOya) (M) — Atir)),

missé p; € [ti_1,t;]. Lukua R, (f, P) sanotaan funktioon f ja jakoon P liittyviksi Rie-
mannin summaks: pitkin polkua ~.
Merkitaan

m; = inf{f(7(t)) | ti-1 <t <1}
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ja
M; = sup{f((t)) | ti-x <t < 1},

Niin sanottu yldsumma maéritelladn kaavalla

(f7 ) - Z Ml (A(tl) A(tl—l))
ja alasumma kaavalla
(f7 ) Z m; (A(tl) - A(tl—l))

R.(f,P) < R,(f, P) kaikille jaoille P. Lisiksi voidaan todeta, etté

Selvésti R (f,P) <
L(f, P>) kaikilla jaoilla Py ja P.

R (f, P1) <R
Merkitdan

A fds=supR,(1.P) / fds =inf R, (/. P)

Maéritelmé 6.1. Jos [ fds = f; f ds, niin sanotaan, ettd f on Riemannin mielessi

integroituva pitkin polkua ~, ja tata yhteistd arvoa merkitdan symbolilla

/fds

ja kutsutaan f:n integraaliksi pitkin polkua ~.

Lause 6.2. Olkoon v : [a,b] — R™ C'-polku ja f : D™ — R funktio, jolle vy([a,b]) C D™.
Jos yhdistetty funktio f o~y : [a,b] — R on integroituva, niin f:n integraali pitkin polkua

v on
/fds—/f (t)| dt.

TobpIsTUS. Olkoon P ={a =1ty <t; < ... <t <t; <...<t, =0b} vilin [a,D]
jako. Nyt

k

Ry(f,P)=>_ f((:) (\t:) = Alti-1)),

=1

misséd p; € [t;_1,t;], on funktion f Riemannin summa jaon P suhteen pitkin polkua .

Koska
t
- / Iy ()] du,

niin X' (¢) = |y/(¢)| kaikilla ¢ €]a, b[. Vialiarvolauseen nojalla on olemassa sellainen ¢; €
[tio1, 1], ettd

Ati) = Aticr) = N@)(ti — tica) = |7/ (g) (i — tia)-
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Taten

P)=3 60 @I~ 1)
_Zf (i) h/ pZ’(Z l—)

k

360 (W @) — W @) (6 — ti-a)-

i=1

Lauseke R, (g, P) := 3% f(v(p)|7 (ps)] (ti—t;_1) on Riemannin summa yht&lsll4 g(t) =
F(y(t)|7(t)] méadritellylle funktiolle. Oletuksen nojalla

L (9, P —>/f ()] dt,

kun |P| = maxj<i<k|t; — ti—1] — 0 (miten tdmé seuraa oletuksesta?). Lause on siis
todistettu mikéli
k

r(P) =Y Fa) (1 (@] = 1 (0a)l) (8 = tiea) = O,

i=1
kun |P| — 0. Todistetaan tamaé.

Koska |7/| on jatkuva suljetulla vélilla on se tasaisesti jatkuva silld vélilld eli jokaista
lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen ¢ > 0, etté

H’Y'(Sl)’ - W(Sz)H <ée
aina, kun |s; — s3] < 0 ja s1, 59 € [a, b]. Olkoon nyt € > 0 mielivaltainen. Valitaan jako P
siten, ettd |P| < ¢. Téllin
—e <[V (@) =1V (p)| <e
jokaisella 7 =1,2,... k. Jos nyt
M = max|f(v(1))],

a<t<b
niin
—Me(b—a) <r(P) < Me(b—a),
kun |P| < §. Koska € > 0 on mielivaltainen, viite seuraa. O

Lause 6.3. Olkoot f ja g pitkin polkua v : [a,b] — R™ integroituvia funktioita R™ — R
ja k e R. Talloin

/7(f+g)d8=/7fds+/vgds ja /v(kf)ds:k:/vfds.

TODISTUS. Sivuutetaan. O

Huomautus 6.4. Jos merkitddn s = A(¢), niin <2 = N'(¢) = |y/(¢)| ja siis

/f N (t)]dt = /f —dt /fds

Esimerkki. Laske skalaarikentin f(x,y) = x? integraali pitkin polkua y(t) = (cos(27t), sin(27t)),
-1<t< 1
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Jos annettu polku « on paloittain C!, voidaan funktion f polkuintegraali miiritells
osaintegraalien summana.

/fds—Z/ SR D) dt,

missd y on C'-polku kullakin osavalilli[C;_1,Cj] i =1,2,...,r.

Bla)

Esimerkki. Olkoon ~(t) = (t,]t]), —1 < ¢ < 1. Nyt 7 on selviisti paloittain C'-polku.
Laske funktion f, f(z,y) = 2%y, integraali pitkin polkua 7.

FEsimerkki. Olkoot v ja f kuten edelld. Nyt tehtavanid on laskea funktion f integraali
edestakaisin pitkin polkua ~.

Lause 6.5. Olkoot a : [a,b] — R™ ja B : [c,d] — R"™ kaksi yksinkertaista paloittain
C-polkua, joilla on sama kuvajoukko. Télloin

(a) poluilla « ja B on sama pituus
(b) jokaiselle jatkuvalle funktiolle f : R™ — R pdtee

/des:/afds.

TobisTus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivu 277 Theorem 5.2.29. U

Lause 6.6. Olkoot o : [a,b] — R" ja 3 : [c,d] — R" ekvivalentteja C'-polkuja, joilla on
yhteisend kuvajoukkona kdyra C'. Talloin jokaiselle jatkuvalle funktiolle f : D™ — R on

voimassa yhtdalo
/ fds= / fds,
a B

ToDISTUS. Jos esimerkiksi f(u) = a(p(u)), missé ¢'(t) > 0 jokaisella t tai ¢'(t) <0
jokaisella ¢, niin F'(t) = o/(¢(t))¢'(t). Néin ollen

/fds_/f w)| du

= [ H(atetmn) o) ] an

kun C C D™.

Sijoittamalla t = ¢(u) saadaan

/fds-/f (t)] dt. O
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2. Vektorikentin polkuintegraali
Olkoon F': D™ — R™ jatkuva funktio (vektorikenttd). Siis

F<X) = (fl(x)7 fZ(X)7 s 7fn<X))a

missé f; : D™ — R ovat jatkuvia funktioita jokaisella ¢ =1,2,... n.
Esimerkki. F(z,y) = 1(—y,z) jokaisella (z,y) € R

Kéydéan ensiksi lapi esimerkki madriteltavin késitteen fysikaalisesta motivaatiosta.
Esimerkki. Olkoon F : D3 — R3 annettu Voimakentté ja olkoon « : [a,b] — R3? an-
nettu polku, tietyn partikkelin rata ja A(t f |a/(t)| dt on polunpituusfunktio. Vi-
liarvolauseen nojalla niahdaén, etta partlkkehn aikavalilla [t;_1,¢;] kulkema matka on
At;) — AMtiz1) = |/ (p;)| jollain p; €]t;, ;1. Olkoon 6; vektoreiden F(a(p;)) ja o/ (p;)
vilinen kulma. Ajanhetkelld p; partikkeliin vaikuttava voima on |F(«(p;))|cosf;, joten
kentén tekemd tyo (lyhyelld) aikavalilla [t;_q,t;] on keskimé&érin

Fla (pz)) ( )

= F(a(pi)) - (pz)

a ti,1 Di tz b
Koko tyo6lle saadaan approksimaatio Riemannin summana
k
ZIF a(pi))] cos 0; (A(t:) = Atiz1)) = Y Fladpi)) - o (pi) (t: — tica),
i=1

missé p; € [t;, t;_1]. Jalleen paadytaan Riemannin integraaliin Riemannin summan kautta.

Maéritelmé 6.7. Olkoon F : D" — R™ jatkuva funktio ja olkoon « : [a,b] — D"
Cl-polku. Silloin F':n polkuintegraali (path integral) pitkin polkua o on

/aF-da: /abF(a(t))-o/(t) dt.

Esimerkki. Olkoon F(xz,y) = 1(—y, z) jokaisella (z,y) € R? ja a(t) = (¢,¢%), kun —1 <
t < 1. Laske vektorikentéan F' polkuintegraali pitkin polkua a.

Lause 6.8. Olkoot F' : D" — R" jatkuva funktio, « : [a,b] — D" ja [ : [¢,d] — D"
kaksi C'-polkua seki ¢ : [c,d] — [a, b] jatkuvasti differentioituva funktio, jolle B = a o .
Talloin seuraavat virkkeet ovat tosia.
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(1) Jos p(c) = a ja p(d) = b, niin /

(67

(2) Jos p(c) = b ja p(d) = a, niin /

(67

F-da:/F-dﬁ.

B

F-da:—/F-dﬁ.
B

TobisTus. Olkoon f(u) = a(p(u)). Tallsin

t/F’dﬁ (/ )dU—lldF&ﬂw@O»-a%ww»w%wdu

johon sijoittamalla t = ¢(u) saadaan yht&lo

/aF ~da = /w(d) F(a(t)) - a/(t) dt.

v(c)

Toinen vaite todistetaan vastaavalla tavalla. O

Huomautus 6.9. Olkoon F : D? — R? ja o polku. Jos merkitéén F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))
ja a(t) = (x(t),y(t)), niin Fn polkuintegraali pitkin polkua a voidaan kirjoittaa seuraa-
vasti:

/QF-doz:/abF(oz(t))-o/(t)dt

:/ P(x(t),y(t))x’(t)dtJr/ Qz(t),y(t))y'(t) dt
= /de+/Qdy.

Lause 6.10. Olkoon F,G : D™ — R"™ jatkuvia vektorikenttid, k € R ja « : [a,b] — R"
Cl-polku joukossa D™. Tdlldin

/(F+G)-da:/F-da+/G-da ja /(kF)-da:k/F-da.

TODISTUS. Sivuutetaan. O

Esimerkki. F(x,y) = (2 + 9 1) a(t) = (t,[t]), =1 <t < 1. Laske Fn polkuintegraali
pitkin polkua a.

3. Integraalilaskennan peruslause

Analyysi 1: Jos f : [a,b] — R on jatkuvasti differentioituva, niin

b
/ Nﬂﬁ=f@—fm ja fl /"f Vdt + f(a), a<z<b

Usean muuttujan funktioille saadaan seuraava yleistys.

Lause 6.11. Olkoot D C R"™ avoin, f : D — R jatkuvasti differentioituva ja p,q € D.
Jos D:ssi on olemassa sellainen C*-polku o : [a,b] — D C R™ etti a(a) = p ja a(b) = q,
nn

/nyda:ﬂm—f@»
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ToDpIsTUS. Oletusten nojalla yhdistetty funktio (f o «) : [a,b] — R on C'-funktio,
joten ketjusdannon nojalla

(f oa)'(t) = grad f(a(t)) - o'(t).

Téaten

/Vf ~da = / grad f(a(t)) - o/(t) dt = / (foa)(t)dt
= fa(b)) = flala)) = f(a) - f(p).

Huomautus 6.12. Edellinen tulos pitee myos paloittain C'-poluille .

Esimerkki. Olkoon f médritelty kaavalla f(x,y) = xy + 22. Laske funktion grad f in-
tegraali pitkin polkua «, kun «a(t) = (£2,¢1), -1 < ¢t < 2, ja a(-1) = (1,1) = p ja
a(2) = (4,16) = q.

Lause 6.13. Olkoon D C R"™ avoin ja F : D — R™ jatkuva. Tdlléin seuraavat viitteet
ovat yhtdpitivia.

(1) Jos a ja 3 ovat mitkd tahansa kaksi paloittain Ct-polkua D:ssi pisteesti p pis-

teeseen q, nun
/F-da:/F-dﬁ.
a B

(2) On olemassa sellainen C*-funktio f : D — R, etti F = grad f.
(3) On olemassa sellainen C-funktio h : D — R, ettd kaikille pistepareille p,q € D
ja jokaiselle paloittain Ct-polulle o pisteesti p pisteeseen q on voimassa

/F-da:h(p)—h(q). (h=-f)

okaiselle pisteelle p € D ja jokaiselle paloittain C--polulle v pisteestd p pistee-
4) Jokaiselle pisteell D ja jokaisell loittain C'-polull steesta 5t

Seen p on 201Massa
/ F-dy=0.
vy

TobisTus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivut 298-300. U

Maaritelma 6.14. Edellisen lauseen kohdan 3. funktioita h sanotaan funktion F' po-
tentiaalifunktioksi (potential function). Jatkuvaa vektorikenttdd F': D™ — R", milld on
potentiaalifunktio, sanotaan konservatiiviseksi (conservative).

Huomautus 6.15. Tulos pitee myds paloittain Cl-polulle o.

Esimerkki. Maan vetovoimakenttdéd kuvaa vektorikenttd F'(x,y,z) = (0,0, —mg). Tutki
kyseisen vektorikentén integraalia pitkin annettua polkua o, a(t) = (ay(t), as(t), as(t)).

Esimerkki. Olkoon F méaritelty kaavalla F(x,y) = +(—y, z), kun (z,y) € R?. Tutki F:n
konservatiivisuutta.

Esimerkki. Olkoon F(x,y,z) = (2zyz + z,2°z + 1, 2%y + ). Onko vektorikenttd F' kon-
servatiivinen?
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4. Kaari-integraali eli viivaintegraali

Edella kasiteltiin annetun reaalifunktion f : D™ — R tai vektorikentdan F': D™ — R"
integraalia pitkin C'-polkua « : [a,b] — D" C R™. Yleensi integraali riippuu polusta
a jopa silloinkin, kun poluilla on sama kuvajoukko. Palauta mieleen kayriin liittyvét
kasitteet.

Maaritelma 6.16. Olkoon f : D" — R jatkuva funktio ja olkoon C' yksinkertainen
kaari (simple arc) joukossa D™. Talléin f:n integraali yli kaaren C' on

/Cf ds = / fds = / ' Ha)la't) .

missd « : [a,b] C R — R"™ on jokin C'n injektiivinen parametriesitys. Kyseisté integraalia
sanotaan f:n kaari-integraaliksi (line integral) yli kaaren C.

Huomautus 6.17. Maaritelmé on mielekés, silld

/afds:/ﬁfds

aina, kun « ja (8 ovat C'n injektiivisid parametriesityksid. Vain injektiivisid paramet-
riesityksid voidaan kiyttaa, silla arvo voi muuttua, jos polku "pyyhkiisee” osankin C':téa
useaan kertaan.

Esimerkki. Olkoon f(z,y) = x?y. Laske fmn kaari-integraali yli kaaren C' = {(z,y) | y =
lz|, —1 <z <1}

Maaritelmé 6.18. Olkoon C' yksinkertainen kaari avaruudessa R™ seki « : [a, b] — R™ ja
B lc,d] — R™ C'n parametriesityksid. Sanotaan, ettd a ja 3 ovat aidosti ekvivalentteja

(properly equivalent), jos on olemassa sellainen jatkuvasti differentioituva funktio ¢ :
[e,d] — [a,b], ettd B(t) = a(p(t)) ja ¢’ (u) > 0 jokaisella u €]c, d].

Lause 6.19. Olkoon F : D" — R" jatkuva vektorikenttd ja C' yksinkertainen kaari
joukossa D". Jos a : [a,b] — R™ ja B : [¢,d] — R™ ovat C:n aidosti ekvivalentteja

parametriesityksid, niin
/F-da:/F-dﬁ.
a B

Tobistus. Katso Baxandallin ja Liebeckin kirjan sivu 314 Theorem 6.1.3. U

Jos siis annetun yksinkertaisen kaaren C' suunnistus on valittu, voidaan kaari-integraali
madritelld sen suunnistusta vastaavan parametriestyksen antamana polkuintegraalina.
Merkiksi siitd, ettd kaaren C' suunnistus on kiinnitetty, merkitaan sitd symbolilla C'.
Vastakkaiseen suuntaan suunnistettua kaarta merkitdéan siten symbolilla C~.
Maaritelma 6.20. Olkoon F' : D™ — R™ jatkuva vektorikenttd ja C'* suunnistettu
yksinkertainen kaari joukossa D. Télloin F:n integraali pitkin kaarta C* on

/ F-dr:/F-da,
C+ «a

missé a on jokin C'":n injektiivinen parametriesitys.

Esimerkki. Olkoon F(z,y) = (zy, —x) jokaisella (z,y) € R?* ja CT = {(z,y) e R? | y =
x?}, missid suunnistus on valittu pisteestda (—1, 1) pisteeseen (0,0). Laske

/ F - dr.
Cc+
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Huomautus 6.21. Vektorikentén ja reaalifunktion kaari-integraalien vélilld on seuraava
yhteys:

Olkoon C™ siled yksinkertainen kaari ja « : [a,b] — R™ sen jokin injektiivinen para-
metriesitys. Erityisesti o/(t) # 0 jokaisella t € [a,b]. CT:n yksikkitangenttivektor: T (r)
pisteessd r (unit tangent vector) mééaritellaan asettamalla
o/(t)

/()]
missd «a(t) = r. Tiedetédén, ettd jokainen a:n kanssa ekvivalentti parametriesitys antaa
saman yksikkotangenttivektorikentédn 7'(r). Jos nyt kuvaus ' : R* D D — R on jatkuva

vektorikentta ja Ot C D, niin
/ F-dr:/(F-T)ds.
Cc+ C
TODISTUS.

/C+F-dr:/ Fla(t)) - o (1) dt:/F(a(t))-%m’(tﬂdt:/(F-T) ds. O

F(a(t)) T(a(t))

T(r)=

Esimerkki. Olkoot P = (0,—1), @ = (1,—1) ja R = (1,1). Oletetaan, ettd suunnistettu
polku C* "kulkee” pisteesta P suoraa viivaa pitkin pisteeseen () ja sitten ():sta suoraa
viivaa pitkin pisteeseen R. Olkoon F(z,y) = 1(—xy,y). Laske

/ F - dr.
C+

Edelld johdetut yksinkertaista kaarta koskevat tulokset péatevit myos suljetuille yk-
sinkertaisille kayrille.

Maaritelmé 6.22. Avaruuden R™ osajoukko C' on suljettu yksinkertainen kdyrd (simple
closed curve), jos on olemassa (paloittain) C'-polku « : [a, a+h] — R", jonka kuvajoukko
on C ja jolle a(a) = a(a+ h) ja joka on injektiivinen valilld [a, a + h[. Polkua « sanotaan
C'n yksinkertaiseksi parametriesitykseksi kantapisteenaan a(a) € C.

Nyt voidaan osoittaa, ettd reaalifunktion tai vektorikentén polkuintegraali ei riipu
polusta (parametriesityksestéd), kunhan vain polku on yksinkertainen ja sen kuvajouk-
ko on suljettu yksinkertainen kdyrda C' ja muistetaan kdyrdn suunnistus vektorikentéin

tapauksessa.
f F -dr 7{ fds.

Usein merkitdan
5. Greenin lause

Aikaisemmin maéériteltiin annetun yksinkertaisen suljetun kdyran suunnistus valitun
parametriesityksen avulla. Madritellidn nyt suunnistus uudella tavalla, joka ei riipu pa-
rametriesityksestd. Tamén perustana on niin sanottu Jordanin kayrdalause.

Lause 6.23. Jos C on yksinkertainen suljettu kiyri tasossa R?, niin joukko R? \ C' on
kahden erillisen joukon U ja V yhdiste eli R*\ C' = U UV, missi OU =0V = C, U on
rajoitettu komponentti (sisdpuoli) ja V' on rajoittamaton komponentti (ulkopuoli).
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Maiéritelma 6.24. Olkoon C' yksinkertainen suljettu kiiyri tasossa R? ja olkoon U sen
sisdpuolinen komponentti. Sitd C:n suunnistusta, jonka mukaan kuljettaessa pitkin kiyraa
C' joukko U jii vasemmalle puolelle, sanotaan posititviseksi ja merkitain symbolilla CT.
Péinvastainen suunnistus on negatiivinen ja sitd merkitddn symbolilla C'~.

Tarkastellaan seuraavaksi tason osajoukkoja S, joiden reuna 0S5 koostuu direllisen
monesta suljetusta yksinkertaisesta kiyristéd. Olkoon siis C' suljettu yksinkertainen kéyra
tasossa R? ja olkoot A;, As, ..., Ay sellaisia erillisia suljettuja kiyrid C'm sisépuolella, etté
ne ovat parittain toistensa ulkopuolella. Merkitaan

D = {pisteet C:n sisipuolella ja A;:n ulkopuolella jokaisella i = 1,2,...,k }
ja
S=D=DUCUAUAU...UA;.
Siis D on avoin ja S on suljettu ja rajoitettu. Sanotaan, ettd joukon S reuna 0S =
CUAUAyU. ..U A, on posititvisesti suunnistettu, jos tdmén suunnistuksen mukaan
kuljettaessa joukko D jéa aina vasemmalle puolelle. Siis itse asiassa C':n suunnistus on
positiivinen ja kunkin A;:n suunnistus on negatiivinen. 0S:n positiivista suunnistusta
merkitdin symbolilla 9S™.
Greenin lauseen yleinen versio tason tapauksessa on nyt

Lause 6.25 (Greenin lause). Olkoon S edelld mainittua tyyppid oleva kompakti tasoalue

ja olkoon F : S — R? jatkwvasti differentioituva vektorikentti ja F(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y))
jokaisella (x,y) € S. Talloin

[ e [ (22~ 2 ara,

oS+

TobisTus. Todistetaan lause erdissé erikoistapauksissa.
A. Oletetaan aluksi, ettd S on z-simppeli eli

S={(z,y) eR? |a<z<b ox) <y <)}
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yﬂ
B \B
BZ_ 3 2
S
Bf
a bz

Olkoon ST = B UBy UB; UB;. Jos F : R? D S — R? on jatkuva vektorikentti, niin

/ F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F-dr+/ F - dr.
oS+ B Bf Bf Bf

Oletamme aluksi, ettd F(z,y) = (fi(z,y),0) on jatkuvasti differentioituva. Jos « :
51, 9] — R? on C'-parametriesitys kaarelle By, niin mééritelmén mukaan

/ Fodr= / (f1((t)),0) - o/(t) dt = / f1 (0 (), (e (1)) (8)

Sijoittamalla © = oy (t) saadaan
b

/F-dr:/fl(x,gp(x))dx.

Vastaavalla tavalla ndhdaéan, etta

/F-dr: —/bfl(x,z/z(x))dx.

Toisaalta (fi(x,y),0)-(0,s) = 0 jokaisella s € R, joten ilmeisesti

/F-dr:/F-drzo.

Siis : "
[0 = [ et do [ fiwotw) do
oS+ a

a

Koska oletuksen nojalla %—]; on jatkuva joukossa S, on
b ¥(x)

—/da: / %—‘Z(m,y)dyz/b(fl(l”aSO(x))—f1($,¢(35)))d33

a ()
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ja siis x-simppelille tasoalueelle ja vektorikentélle F' = (f,0) on voimassa

s [[ e

oS+

Siis téssd tapauksessa Greenin lause on voimassa.
B. Vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd y-simppelille tasoalueelle S ja vektorikentélle

F = (0, f2) on voimassa
B Ofs
/(07f2) ~dr = //s o dx dy.

aS+
C. Oletetaan, nyt ettd S on sekd z-simppeli ja y-simppeli. Téllaista tasoaluetta kut-
sutaan simppeliksi. Jos F' : R? D S — R? on jatkuvasti differentioituva vektorikentti,
niin
F(l’, y) = (fl(x7 y)7 f2<l’, y)) - (fl(xa y)7 0) + (Oa f2<l’, y))7

joten A ja B kohtien nojalla saadaan

/F-dr:/(fl,O)-dr+/(O,f2)-dr

oS+ oS+ oS+

B [y
- J (G- 5) e -

Esimerkki. R =[—1,0] x [—1,0] ja F(z,y) = (zy,0). Nyt
oy )= ffe / [
— — — )dxdy = x)drdy = d
// <8x 8y> re = Y
—1 By
< > U
ﬂB;
By
. 1
By
Toisaalta By : a(t) = (t —1,-1),0<t<1ja
1
L T
0

+
B} @
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Bf: B(t)=(0,t—1),0<t<1ja

/F-dr:/F-dﬁ:/OIOdtzo.

+
BZ

=y

B y(t) = (—t,0),0<t <1 ja

/F dr—/F dfy:/ 0dt = 0.
vy

+
B3

Bf:o(t)=(-1,-1),0<t<1ja

1
/F-dr:/F-d :/t 0dt =0.
0

Bf 4
Siis myds [ F-dr = 1.
ORt

Greenin lauseen avulla voidaan laskea kompaktin simppelin alueen pinta-ala kiyréin-
tegraalin avulla.
Seuraus 6.26. Oletetaan, etti S C R* kompakti simppeli tasoalue, ja olkoon « : [c,d] —
R? ingektiivinen C'-parametriesitys S:n reunalle ST, a(t) = (z(t),y(t)), ¢ < t < d.
Talloin S:n pinta-ala on

—

Tobistus. Jos F(z,y) = (0, ), niin 8f2 =1, %];1 = 0 ja siis
f  Oh
A 1 — (22
(9) / dx dy / (83: N dx dy
S S
Fedr— / 0,2) - d
a5+ a5+

Asettamalla F(z,y) = (—y,0) saadaan vastaavasti

://Smmyz /(—y,O)-dr: —/y(t)a:’(t) dt. 0

oS+ c
Esimerkki. Ellipsin S = {(z,y) € R? | ;”2 + Z—z < 1} pinta-ala saadaan valitsemalla
reunakéyrélle 9S™ parametriesitys a(t) = (acost, bsint), kun 0 < ¢ < 2.
2 2
A(S) = /acostbcostdt = ab/cothdt = abm
0

0
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ja
2 2

A(S) = — /(—asintbsint) dt = ab/sithdt = abm
0

0

joten
2

1 1
A(S) = §ab/ (cos®t + sin®t) dt = iab27r = abrm.

0
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osittaisderivaatan kertaluku, 20
osittaisderivaatta, 14

toisen kertaluvun, 20

paikallinen maksimiarvo, 39
paikallinen minimiarvo, 39
pallo

avoin, 6

suljettu, 7
pallon pinta, 7
paloittain siled, 29
parametriesitys

ekvivalentit parametriesitykset, 28

kéyran, 28

kaaren

aidosti ekvivalentit, 70

pisteen ymparisto, 6
polku, 29

C'-polku, 29

siled, 29
polku integraali

vektorikentdn, 67
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polun pituus, 29
positiivisesti definiitti, 40
potentiaalifunktio, 69

raja-arvo, 7

reunapiste, 6

Riemannin summa
kaksinkertaisen integraalin, 49
pitkin polkua, 63

ristitulo
kuvausten, 5

sama-arvokayra, 3
satulapiste, 40
sekaderivaatta, 20
siled, 29
sisépiste, 6
suppeneminen
pistejonon, 9
suunnattu derivaatta, 32
suunnistus
negatiivinen, 72
positiivinen, 72

tangentti
kuvauksen, 27
tangenttivektori
kuvauksen, 27
tasa-arvokéyra, 3
Taylorin kehitelmi, 23
n:nen asteen, 25
Taylorin polynomi
ensimméisen asteen, 23
toisen asteen, 23

vektorikentté, 3
virhe

maksimaalinen virhe, 36
virheraja

tarkka, 36

yksikkotangenttivektori
siledn yksinkertaisen kaaren, 71
yksinkertainen kaari, 29
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10.

11.

12.

13.

Harjoitustehtavia

. Olkoot @ = (1,2,3) ja b = (2,—1,3). Laske @ + 3b,a x 2b, (3a) - (@ + b) seki vektorien 2a

ja 35_véilisen kulman kosini. Maaraa jokin yksikkovektori, joka on kohtisuorassa vektoreita
a ja b vastaan.

. Esité tasolla R?:m osajoukko

M = {(x1,22)|(16 — 27)(9 — 23) > 0}
Onko joukko suljettu tai rajoitettu?

. Esité tasolla R?:m osajoukko

A={(z,y)|0 <z <4, Vdr—2?<y<Vdz}.

. Olkoon M eras R™:n osajoukko. Osoita, etti

a) M on avoin, jos ja vain jos M C ME.
b) M on suljettu, jos ja vain jos OM C M.

. Olkoon M = {(x,y) € R?|e® <y < 219 2 > 0}. Tutki, onko joukko M kompakti.

. Tutki funktion F : R? — R3 kuvajoukkoa ja injektiivisyytts, kun

a) F(z,y) = (2z,4y, v +y — 2)
b) F(x,y) = (cosx,sinx, y)

. Olkoot F :R? — R3 ja G : R — R3 maédrittelty kaavoilla

F(z,y,2) = (z, 2y, 2yz)
ja

G(t) = (sint,t*,t +t3).
Maéaraa yhdistetty funktio F o G.

. Olkoot F(z,y,2) = (vy,2,—x) ja G(x,y,2) = (2, —2,y?) funktioita R® — R3. Miiria

funktiot F'- G, FFx G, FoG jaGoF.

. Olkoon a € R? yksikkovektori ja A = {7 € R?||z - a| < 1}. Osoita, etti A on avoin joukko.

Anna joukolle A geometrinen tulkinta.

Tutki suppenemista jonoille (@), C R?, kun
a)ay, = (ksin g, 1sink)
byax = (-1, 1).
(

Maéérda raja-arvot (mikéli olemassa):
. 2 1
a) lim Y b) lim sin@ + y) c) lim %
(z)=(00) T +y (24)—(0,0) z ()—(01) 2+ (y = 1)
22 — 2 22y

d) lim

(2,y)—(0,0) =2 + 32 ) i

(z.)—(0,0) % +y
Olkoon F : R — R? midéritelty kaavalla

Ft) = (t, 3t —2), t<1
Sl @t—1, t+a), t>1"

Osoita, ettd [’ on jatkuva vain jos a = 0.

Olkoon (ag)72; Cauchyn jono avaruudessa R”. Osoita, ettd jono suppenee.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Osoita, ettd seuraavat funktiot ovat jatkuvia:

=a- T (a € R" vakio vektori)

Olkoon f : R? — R madritelty kaavalla

1 2  kun 0,y 0
Y €T > , > ,
2 llluu]loln.

Osoita, etté
a) f on jatkuva pisteessé (1,0),
b) f on epdjatkuva pisteessé (0,1).
c) Piirrd kuvaaja.

Laske osittaisderivaatat g ja % kun
or oy
a) f(z,y) = tan(z? +y?)

z,y) = we”Y
z,y) = 22 In(y?).

b) f
c) f

Osoita médritelmaéan perustuen ettd f on differentioituva:

a) f(z,y) =22+ % (z,y) € R?,
b) f(z,y,2) = z(y* + 2), (z,y,2) € R®.

—~

Osoita, etté funktio f : R? — R ei ole differentioituva origossa:

@f@w)Z{_M

—|z| jos |x| < |yl
Ty .
.jos (z,y) # (0,0)

b) f(z,y) = § V&* +y°

0 ,jos (z,y) = (0,0)

jos [yl < ||

Maérda tangenttitaso pinnalle z = f(x,y) pisteeseen (a,b, f(a,b)) kun

a) f(z,y) =2" —y
b) f(z,y) = = + 322

c) f(z,y) =log /a* + y>.
Olkoon
flay) = =3z — 5y
Tutki, saavuttaako f suurimman ja pienimmén arvonsa joukossa

M ={(z,y) €R* | x> 0,y >0}.

Suorakulmaisen laatikon pohja on neliGnmuotoinen. Pohjan sivun pituudeksi mitattiin 10
cm, tarkkuuden ollessa 0,1 cm. Korkeus on vastaavasti 20 cm samalla tarkkuudella. Laske
laatikon tilavuus ja virherajat.

Olkoon G(t) = (tant,cos®t) Vt €] — Z,Z[. Mé#irdd ne kiyrdn G pisteet, joista etiisyys
origoon on pienin. Mikd on tdmé etéisyys?
Olkoon f(z,y) = arctan(¥) Vo # 0,y € R ja G(t) = (cost,sint) V¢t € R. Madrda h'(a),

kun h= foG jaa€eR.
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24. Maéaraa osittaisdifferentiaaliyhtalon

ou ou ou
$—x +y_ +Z£ =u, ($7y72) 7£ (07070)

pallosymmetriset ratkaisut u = u(z,y, z).

9 f R f

_ 2
0x0ydz  0z0ydx’

kun f(z,y,z) = yz322.

25. Osoita, etté

26. Oletamme, ettd f(z,y) toteuttaa Laplacen yhtalon

0%f  O*f
A AT )
ox? 0y

x Yy
x2+y2’x2+y2

Osoita, ettd myos ¢(z,y) = f < ) toteuttaa Laplacen yhtélon V(z,y) #

(0,0).

27. Laske f:n suunnattu derivaatta pisteessd a suuntaan v, kun
a)f(x,y,z) = x2 —$y+22, a = (15271)7 U= (37_173)
b) f(z,y) = esiny, a=(0,%), v = (1,V3).

28. Madrda annetun pisteen kautta kulkeva pinnan tangenttitaso
a)r? +y?+ 22 =5, (0,1,2)
b)a? +2y% + 322 =6, (1,1,1).
c)x? —y? - 22 =2 (2,1,1).

29. Olkoon
z%y
—— .k
f(x7y) — LUQ + y2 , Kull (:U?y) 7é (070)
0 , kun (z,y) = (0,0)

1
Maéaraa funktion f suunnattu derivaatta origossa vektorin v = 5(\/3, 1) suuntaan.

30. Laske toisen kertaluvun osittaisderivaatat funktioille f(z,y) = e*siny ja f(x,y,z) =

VaZ+y? + 22
31. Johda 2. asteen Taylorin polynomi funktiolle f(x,y) pisteessi (a,b), kun
a) f(z) = (z +y)°, (a,b) = (0,0)
b) f(x,y) = sin(z + 3y), (a,b) = (0,0)
o) f(w,y) = @V siny, (a,b) = (1,0)
Tutki polynomin tarkkuutta pisteessia (a + h,b+ k), kun h = 0,2 ja k = —0, 1.

32. Olkoon g € C%(R) ja ¢'(1) = ¢"(1) = 1. Asetamme f(z,y) = xg(%), y # 0. Laske
82—f(1 1)+ 82—f(1 1)
ox2"’ oy

33. Laske 0, f ja 02f, kun

a)f(x,y,z) = xy2z3’ v = (U15U25U3)7 | v ’: 1
b) £ y) = sin(ay?), o = = (2,1)
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34. Madria kriittiset pisteet ja niiden luonne seuraaville funktioille f : R? — R.

a)f(z,y) = 2%y + yx + 2y b)f(z,y) = sinz + siny + cos(x + y)

o)f (z,y) = +y* — 3 d)f(z,y) =2 +y* + Qlyz,xy#o
e)f(z,y) = (z+y)* +2* Df(z,y) = (x +y)e™™
o) f(z,y) = (y — 2 (y — 22%) h)f(z,y) = 2> — 3zy* (a monkey saddle).

35. Masrad kriittiset pisteet ja niiden laatu seuraaville funktioille f : R3 — R
a) f(z,y,2) = 2 +y* + 2> + 2y
b) f(z,y,2) = xy + 2z
c) flz,y,2) = 2% —ay +y? — 2%

36. Miirii lyhin etiisyys origosta pinnalle S = {(x,y,2) € R? | zyz = 1}.

37. Olkoon F(t) = (e!,t,1), G(t) = (0,—t,t? + 1) ja ¢(t) = t3. Misraa
a) (F'-G) b) (F' x G) c) (oF) d) (Gog).

38. Madarida nopeus- ja kiihtyvyysvektorit seké tangenttisuoran yhtalo:
a) F(t) = (6t,3t,t3), t =0
bYE(t) = (t+t3t—t2), t=1
c)F(t) = (¢!, cost,sint), t = 0.

39. Oletamme, etti partikkeli liilkkuu polkua F'(t) = (¢!, e™!), kunnes se eroaa tangentin suun-
taan hetkelld ¢t = 1. Missé partikkeli on ajan hetkelld t = 27

40. Olkoon F(t) = (eF* cost, e¥'sint), t € R. (k > 0 vakio). Osoita, etti

Fl(t)-F(t)  k
FOIFO] - vige e F

Tulkitse tulos geometrisesti.

41. Masrdaa O -parametriesitys (jos mahdollista):
a)C = {(z,y) €R* | y* =2°, = € R}
b)C = {(z,y) €ER?| (y+2)?> =2, 0 <z <4}
)C={(z,y) eR?||y| ==z, -1 <y<1}.

42. Tutki, ovatko seuraavat R?:n osajoukot C' kiyria. (Miirid C:lle Cl-parametriesitys).

a){(z,y) e R?|xz =0, -1 <y <2}
){(%y)GRz!erl—(w—?)Q},

){(w,y)E]RQIy =3 , 0<z <1}
d){(z,y) e R?|z = Iy!}

43. Laske seuraavien kaarien pituudet
a) F(t) = (t,cost,sint), t € [a,b] b) F(t) = (e’ cost,e'sint,et), t € [0, k.
44. Piirréd yksinkertainen kaari C', jonka maéarittelee yhtalo
B4y =1, 0<y<1.
Osoita, ettd F(t) = (cost,sint), 0 <t < 7, on C'n parametriesitys. Onko C' siled? Laske

C'n kaaren pituus.

45. Méiaraa Jacobin matriisi Jrg funktiolle F': R3 — R?, kun

a) F(xy, 72, 23) = (122 + 229, 2sin2(x1x2x3))
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46

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

b) F(x1, 12, 23) = ((x2 + 1)2, — cos(2x12273))

Méaéréd Jp (00 ja sen determinantti, kun

F(r,,0) = (rsinpcos b, rsinsin 6, r cos ).

Olkoot F(z,y) = (z + v, 2% —y) ja G(z,y) = (Vy — 7,2 +y).
a)Laske dF(a) = F'(a) = Lpg ja dG(a).
b)Méaardada H = F o G ja laske dH (0, 1) suoraan ja ketjusddnnon avulla.

Olkoon F(x,y) = (ysinz,x +y + 1) kaikilla (z,y) € R2 Osoita, etti F' on paikallisesti
injektiivinen pisteessé (0,1) ja madrda sen kddnteisfunktion Jacobin matriisi pisteessé (0,2).

Olkoon F(z,y) = (23 + y3,2% — y3) kaikilla (z,y) € R2. Laske Jro- Tutki onko F:l&
kaanteisfunktiota.

Piirrd yhtélon 23 + y3 — 3zy = 0 ratkaisujoukko. M#irds arvoa x = % vastaavien pisteiden

(2,3),(3,3(-=2 + V6)) ja (3,5(—2 — Vb)) kautta kulkevien ratkaisukéiyrien tangenttien

kulmakertoimet.

Méiras funktion f(x,y) = 3 + 2 — 22 — y? suurin ja pienin arvo
a)neliossi N = {(z,y) e R?|0 <z, y < 1},
b)alueessa M = {(z,y) € R?|0 <z <y < 4}.

Madriad funktion f(z,y) = z?ye Y suurin arvo joukossa M = {(x,y) € R?|0 < y <
2,x > 0}.

Olkoon f(x,y) = R 5y2. Tutki saavuttaako f suurimman ja pienimmén arvonsa
joukossa M = {(z;y) € R?|x > 0, y > 0}.

Maéaraa pinta-alaltaan suurin tasakylkinen kolmio, joka voidaan piirtda yksikkGympyran
sisalle.

Médrid ne ellipsin 422 + 42 — 4 = 0 pisteet, joista etiisyys pisteeseen (2,0) on suurin ja
pienin.

Madrad funktion g(z,y, 2) = x + y? + 2 dériarvot pallopinnalla 22 + y? + 22 = 4.

Médrid funktion g(z,y) = 2 + »? pienin ja suurin arvo ehdolla 222 + 3y? = 1. Tulkitse
tulos geometrisesti.

Partikkeli liikkuu R3:ssa rataa F(t) = (2,13,
kiihtyvyys ajanhetkelld ¢ = 3.

T tQ). Laske partikkelin nopeus, vauhti ja

Laske V x F', kun

a) F(z,y,2) = (vy,y2,22),
b) F(z,y,2) = (2,9, 2),

c)F(x,y,2) = ——=(x,v, 2).
JF () = s (210:7)

Vektorikenttdd F, jolle F' = grad f jollakin funktiolla f : D C R? — R, sanotaan gradient-
tikentdksi. Tutki mitka edellisen tehtévin vektorikentistd ovat gradienttikenttié.

Sanomme, ettd f: D C R™ — R on harmoninen funktio, jos div grad f = 0. Osoita, etté
seuraavat funktiot ovat harmonisia.
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

a) f(w,y,2 )—x + % — 222,

b) fx,y,2) =2, r = \/x2+y +22 #0.
Olkoon F': D C R? — R3 eréis C?-funktio. Osoita, ettd V- (V x F) = 0.

Maarad, mikili mahdollista, kaikki sellaiset funktiot f : R? — R, ettd gradf = F, kun
F(z,y,2) = (x +vy,r + zcosy,siny + z) kaikilla (z,y,2) € R3.

Osoita, etti vektorikenttd F(x,vy,2) = (yz,z2,7y), (z,y,2) € R3, on pydrteetén ja miiris
funktio f : R? — R, jolle gradf = F.

Olkoon f(z,y) = x?y? V(z,y) € R?. Laske polkuintegraali [, fds kun
a)a(t) = (cost,sint), 0<t<d4m,
b)a(t) = (cos 2t,sin2t), —2m <t <0,

c)a(t) = (cost,—sint), 0<t <2,
Olkoon f(z,y,2) =xy+ 2z —1V(x,y,2) € R3. Laske polkuintegraali [_fds, kun
a)y(t) = (—t, —t, —t), —-1<t<o.
b)y(t) = (¢, %), —1<t<0
t2,t2,1), kun —1<¢ <0,
ity =0 .
(0,0,1 —#2), kun0<t<1

Olkoon a(t) = (1 +t,1 —t,t%), t € [0,1]. Laske polkuintegraali [ F -da, kun
a) F(x,y,2) = (zy,yz, 2x),
b) F(z,y,2) = (xy2,0,0),
c) F(z,y,2) = (0,0, zyz2).

Olkoon L origon kautta kulkeva suora tasossa R? ja olkoon a jokin L:aan siséltyvi, C*
-polku. Osoita, etté

/F-da:O, kun F(z,y) = (y, —x).

Olkoon « : [a,b] — R? Cl-polku, jolle a(a) = a(b). Osoita, ettd [ F -do = 0, kun
F(a,y) = (y, ).

Olkoon F(z,y,z) = (y,yz, 2yz), (z,y,2) € R3. Laske kentéin tekemi tyd, kun partikkeli
liikkuu origosta pisteeseen (1,1, 1) pitkin polkua «, misséi

a)a(t) = (t,t2,t), t €[0,1],

b)a(t) = (t2,t,t), t € [0,1],

c)a(t) = (t,t,t?), t €[0,1].

Olkoon F(z,y,2) = (2ryz, 222z, 2%y) kaikilla (z,y ,z) € R3 jaolkoon « : [a,b] C R — R3 C-
polku, jolle a(a) = (1,1,1) ja a( ) = ( 2,2). Osoita, ettd

/ F - do=3.
Olkoon F(z,y) = (2zy + 322, 22), (v,y) € R%

a) Osoita, ettd F' on konservatiivinen.
b)Laske [ F -do kun a on C! - polku pisteesté (0,1) pisteeseen (1,0).

Olkoon R = [ 1,2] x [-1,1]. Laske integraali [, f(z,y)dx dy, kun a) f(z,y) = zy(x +y),
b) f(z,y) = a?siny, ¢) f(z,y) = |z +yl.
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74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

Maarita integroimisalue integraaleissa

2x 1 |I|
/ flz,y)dydx b)/ f(x,y)dydx
—-1J0

ja laske integraalit, kun f(z,y) = zy?.
Laske integraali [ S eV’ dx dy, kun S on kolmio, jonka kérkipisteet ovat (0,0), (0,1) ja (2,1).

Laske integraali [ 4 vy dx dy, kun joukko A on tasoalue, jota rajoittavat suorat z =0,y =0
sekd kiyrd \/r 4 /y = 1.

Olkoon S = {(z,y) € R?|Z + % < 1}. Laske [, fdA, kun a) f(z,y) = 1, b) f(z,y) =
2? V(z,y) € S.
Parabolinen koordinaattimuunnos méiritelliin kaavalla z = u? — v?, y = 2uv, (u,v) € R2.
Olkoon K = [0,2] x [0, 2]

a) Osoita, ettd muunnos (z,y) = G(u,v) on injektiivinen K:ssa

b) Maaritéd joukko S = G(K) zy-tasossa.

c)Laske [ g ldzdy suoraan ja muunnosta kéyttéen.

Laske [[¢zdxzdy, kun S = {(z,y) e R*|2 >0,y >0, 1 <a?+y? <4}

Laske integraali ﬂs @*+9°) d dy, kun S(a) = {(z,y) € R? |22 +y% < a?} ja osoita, etti
limg o0 ﬂs (@) e~ (@ +y )dx dy = 7.



