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Joustavuus matematiikassa

Tama artikkeli perustuu Joustavaan matematiikkaan FB sivuilla julkaistuihin
”Matemaatikon mietteitd” kolumnin kirjoituksiin. Kiitdn kaikkia kirjoituksia
kommentoinneita.

Tarkennan aluksi, mitd tarkoitan joustavuudella.

Joustava toiminta tarkoittaa, ettd on kdytossd useampi toimintavaihtoehto, joista valitaan
tilanteeseen sopivin.

Kuten arkikielessd, joustavaa ei ole se, ettd toimii aina samalla tavalla tilanteesta
riippumatta. Médritelméssid on mukana myds “sopivin” -ulottuvuus, eli ei riitd, ettd toimii
usealla tavalla, vaan valittu toimintatapa pitdd olla tilanteessa jarkevd. Huomaa, ettd se miké
on tilanteeseen sopivin voi riippua myds toimijasta.

Selkein esimerkki joustavuudesta matematiikassa on ns. strateeginen joustavuus: sama
tehtdva voidaan ratkaista kdyttden useaa menetelmaa, joista jokin on tehokkaampi (vaatii
vihemmaén vaivaa) kuin toinen. Esimerkiksi laskutehtdva 432+99 voidaan ratkaista
perinteisesti allekkain laskulla, tai kdyttdmalld vilivaihetta 432+99=432+100—1, jonka
jélkeen laskun laskee helposti paissa.

Téssd esimerkissé tulee jo esille monta joustavaan ratkaisuun liittyvaa piirretté: allekkain
lasku on yleinen menetelmad, jolla voidaan ratkaista kaikki tdmén tyyppiset laskut, kun taas
toisessa ratkaisussa hyodynnetéddn kisilld olevan tehtdvin erityispiirteitd. Vastaavasti,
allekkain lasku vaatii monta (suoraviivaista) askelta tullakseen oikein suoritetuksi, kun taas
vaihtoehtoinen ratkaisu on erittdin helppo laskea, kun sen on keksinyt.

Voidaan sanoa, ettd joustava ratkaisija on sopivasti laiska: hian kayttda aikaa sen
miettimiseen, miten tehtdvén voi ratkaista ilman litkaa mekaanista suorittamista. Ei-joustava
ratkaisija puolestaan ryntii suin péin suorittamaan. Lyhyelld tahtdimelld ei-joustava
ratkaisija voi suorittaa tehtdvdn nopeammin, mutta pitemmain paélle joustava ratkaisija on
etulyOntiasemassa matemaattisen ajattelun kehittdmisessa.

Joustavuus liittyy matematiikkaan myos muilla tavoin. Matemaattinen kisite voidaan
ymmartid/hahmottaa usealla tavalla. Joustava representaation kiytto tarkoittaa, ettd tietyssi
tilanteessa kdyttda tilanteeseen parhaiten sopivaa representaatiota. Esimerkiksi epayhtaloa
x*>2x—1 voi ldhestya graafien kautta tai, tédssa tapauksessa hyodyllisemmin,
muuttujavaihdolla z=x—1, jolloin epdyhtdlé muuttuu muotoon z*>0.

Matemaattinen asia voidaan ilmaista monella tavalla, ml. omaperiisilld ja virheellisilla
tavoilla. Joustava tulkitsija osaa valita oikean/mielekkédan tulkinnan ja ymmartéa eri tavoin
ilmaistut asiat. Joustava tulkinta edellyttdd usein kokonaisvaltaisempaa tilanteen
hahmottamista ja estdd takertumasta ’pikkuvirheisiin”. Taannoin matematiikan opetuksen
konferenssissa melkein vihén jarkytyin kun puhuja kertoi, ettet ulkomaisia opetusvideoita
voi kdyttid, koska niissd voi olla kiytdssa eri notaatio kuin omassa kirjassa, jolloin oppilaat
menevit sekaisin. Mitd mahdollisuuksia on sellaisen osaamisen soveltamisessa, joka on niin
hataralla pohjalla, ettd hieman erilaiset merkinnét sekoittavat asiat tyystin?



Useassa soveltamistilanteessa voi kéyttdd useita matemaattisia menetelmia. Joustava
soveltaja valitsee tilanteeseen sopivan. Soveltamistilanteissa pitdd my0ds usein koota ratkaisu
itse yhdistimaélld useita matemaattisia menetelmid, jota voidaan pitdd joustavuuden
edistyneempédnd muotona.

Miksi joustavuus on matematiikassa tarkeaa?

Matematiikka hahmotetaan yleisesti, niin opettajien kuin opetuksen tutkijoiden
keskuudessa, koostuvan menetelmistd, joita kiytetddn eri tehtidvien ratkaisemiseen.
Yhteiskunnallinen kehitys, eritoten tietotekniikan alalla, on johtanut siihen, ettd
menetelmien suorittamisen merkitys on viahentynyt samalla kun menetelmien valinnan ja
perustelemisen tirkeys on kasvanut. Kun opetuksessa kaytetdédn tietoteknisid apuvélineita,
on useilta perinteisiltd tehtéviltd havinnyt perusta (kirjoita lauseke ja paina ’solve’...”).

Joustavan matematiikan opettamisessa korostuvat juuri nima seikat, valinta ja perustelu,
samalla kun menetelmid my06s sopivassa miérissé harjoitellaan suorittamaan, miki on myos
ymmarryksen kehittymiselle tarkedd. Menetelmistd puhuminen ja niiden vertaileminen
keskenddn ovat helpohkoja keinoja lisiti tunnille kognitiivista vaativuutta ja opettaa ns. 21-
vuosituhannen taitoja, kuten kriittistd arviointia ja toisten vakuuttamista asiallisilla
argumenteilla. Joustavuus on pieni ja konkreettinen askel opetuksen muuttamiseen, ja voi
siten olla helpommin otettavissa kayttoon kuin laajempi uudistamisohjelma. Sekin vaatii
tosin hieman uudenlaista ajattelua ja asioiden erilaista arvostamista kuin rutiiniorientoitunut
lahestymistapa, seké opettajalta ettd oppilailta.

Kun asiaa tekee ensimmaisid kertoja, se vaatii jatkuvaa tietoista ponnistelua.
Rutinoitumisella tarkoitetaan kokemuksen tuomaa automatisoitumista, jossa saman asian
voi tehdd vihemmalla tai olemattomalla tietoisella ponnistelulla. Vastaavanlaisesta ilmidsti
on kyse kuuluisassa ”Millerin sddnndssad”, jonka mukaan thmisen tyomuistissa voi olla vain
noin 7 yksikkoa kerralla, mutta se, mika on yksikkd, voi kuitenkin kehittyd. Esimerkiksi
hyva shakinpelaaja muistaa helposti shakkipelin kaikkien nappuloiden sijainnit lyhyella
katsomisella, silld hdnen yksikkonsé eivét ole yksittdisid nappuloita vaan isompia
kokonaisuuksia.

Edellisen kappaleen rutiinit ja skeemat ovat epdilematti tiarkeitd myos matematiikassa.
Ilman hyvii rutiineja ja skeemoja ei voi edetd kohti haastavampia tehtévia, silla thmisen
kédytettdvissa on vain rajallinen tyomuisti. Kun matematiikassa puhutaan rutiinitehtivasta,
viitataan kuitenkin johonkin muuhun, silld on tapana jakaa tehtédvét rutiini- ja haaste-
tehtéviin sen mukaan kdytetadnko niissd ennalta annettua menetelmai vai pitdako
menetelma itse valita/kehittdd. Myos haaste-tehtdvissd voidaan kehittdé laskurutiinia, ja itse
asiassa tekemisen mielekkyys voi lisitd toistojen madraa ja siten rutinoitumista, esimerkiksi
hyvin suunnitellussa oppimispelissé. Lisdksi haastetehtévit kehittdvit samalla korkeampia
kognitiivisia toimintoja, kuten eri ratkaisustrategioiden hyvien ja huonojen puolien
punnitsemista ja perustelemista tosille.

Mita matematiikkaa tyoelamassa tarvitaan?

Usein kysytdédn, mihin tiettyd matematiikan aihetta, kuten derivaattaa, tarvitaan.
Kysymykseen voi vastata selvittdmélld matemaattisen kasitteen sovelluskohteita luonnon- ja
insindoritieteissd (enenevissd médrin myos yhteiskunta- ja ihmistieteiden tutkimuksessa).
Cuoco, Goldenberg ja Mark (1996) ovat opetussuunnitelmien siséltod koskevassa
kirjoituksessaan vastanneet samaan kysymykseen toteamalla, ettd se on vddrin asetettu, ja



sithen vastaaminen johtaa ajatukset véérille polulle. Matemaattinen sisalto, jota kulloinkin
opetellaan, ei ole itsetarkoitus vaan viline, jolla opetellaan ajattelun taitoja. Artikkelissa on
esitelty useita tdllaisia taitoja (pitdisi osata visualisoida, kuvailla toisille, tehda kokeilujen
perusteella johtopadtoksii, jne.), jotka vastaavat monelta osin sittemmin otsikoihin nousseita
21-vuosituhannen taitoja.

Ei1 voi lahtea siitd, ettd koulussa on valmiiksi oppinut ne matemaattiset menetelmat, joita
elamadssi tarvitaan, vaan my0s matematiikan tunneilla pitdisi oppia matematiikan oppimisen
taitoa. Kun tulee vastaan tuntematon matemaattinen kisite, pitdisi kyetd itse selvittimadin,
esimerkiksi wikipediasta, mistd on kyse. Erityisesti tilastollisessa paéttelyssd timi odotetaan
olevan tulevaisuudessa asiantuntijatyossé tarkedd. Anekdoottina mainittakoon oululainen hi-
tech yhtio, joka tyOpaikkahaastattelussa antoi hakijoille lyhyen ajan tutustua artikkeliin
ennalta tuntemattomasta aiheesta, ja pyysi tyonhakijoita selittiméin, mitd siind sanottiin.
Tehtdviin valittiin matematiikasta vaitellyt.

Cuoco, Goldenberg ja Markin kirjoitukseen voisi vield lisitd tietotekniikan viimeisen 20
vuoden aikana mukaansa tuomat muutokset ihmisten osaamistarpeeseen. Matemaattinen
osaaminen konkretisoituu usein tiedonhallinnan tai ohjelmoinnin tehtdvissa.
Ohjelmointitehtdvit ovat usein laajahkoja: ratkaisu vaatii vahintdédn kymmenia riveja
koodia, joskus ongelman pilkkomista osaongelmiin, joita ratkaistaan aliohjelmilla.
Ohjelmointitehtdvad aloittaessa on tirkedd arvioida eri l1dhestymistapojen hyvid ja huonoja
puolia (strateginen joustavuus) seki valita sopivat tietorakenteet, joilla tarvittava
informaatio on mahdollisimman kétevésti jasennelty kyseisté tilannetta varten
(representaatioiden joustavuus).

Erilaiset makro- ja skriptitoiminnot himértivét rajaa ohjelmoinnin ja tavallisen ohjelman”
kayton valilld. Keskivertotydssd perusohjelmontiosaamista voisi kiyttdd nimenomaan
erilaisten toistuvien toimintojen automatisointiin, esimerkiksi taulukkolaskennassa tai
rekisterien kisittelyssé (ainakin yliopiston hallintoa kun havainnoi huomaa, etti taysin
kasittimattomia asioita tehdiddn kdsin). Ohjelmointitaitoa tarvitaan kun halutaan tehdi jotain
muuta kuin juuri se johon ohjelma on alun perin suunniteltu, eli siind vaiheessa kun
siirrytddn rutiinista kohti itse méériteltyd tietokoneen toimintamallia. Toisin sanoen,
ohjelmointi ilman joustavuutta on oikeastaan tdysin turhaa, koska standarditoiminnot ovat
ohjelmistoissa jo valmiina.

"Ensin pitaa oppia rutiinit, sitten vasta joustavuutta”

Thomas DeFranco (1996) tutki matematiikasta véitelleiden taitoja ratkaista haastavia
matemaattisia ongelmia, jotka olivat kuitenkin ratkaistavissa lukiotiedoin. Hin havaitsi, etti
osa matemaatikoista ei toiminut tilanteessa tarkoituksenmukaisella tavalla vaan he saattoivat
esimerkiksi jumittua muistelemaan, ilman menestystd, mitd menetelmééa pitikdén tassi
kayttad. Loputkaan matemaatikoista eivét osanneet ratkaista ongelmia helposti, mutta
heidin toimintatapansa edesauttoivat ratkaisun saavuttamista. He saattoivat esimerkiksi
lahted kokeilumielesséd kayttamadn jotain menetelmaa, vaikkeivét olleet varmoja sen
toimivuudesta. Jos néytti, ettei se toiminut, niin he vaihtoivat 1dhestymistapaa. Huomion
arvoista on, ettd ongelmatehtdvissd onnistunut ryhma sisilsi matemaatikoina hyvin
parjdnneet kun taas toinen ryhmai koostui henkildisté, joiden matemaattinen ura ei ollut
véitoksen jdlkeen ollut yhtd vahvassa nousussa.



Tarinan opetus on, ettd joustavuuden opettelemista voi vitkutella vaikka kuinka pitkdan,
mutta télld on kuitenkin seurauksensa.

Milloin sitten voi aloittaa joustavuuden edistdmistd? Erds oivallinen esimerkki on
tamperelaisen opettajan Maarit Laitisen video, jossa ekaluokkalainen pohtii tovin tehtavii
8+4=+5. Lopulta hin pdittelee, ettd vastauksen pitdd olla 7, koska jos kasista siirtdd yhden
yksikon neloseen, niin nelosesta tulee viitonen, ja kasista jaa jiljelle seitsemin. Ratkaisussa
ndkyy taito ymmartéé luku ei ainoastaan sanana lukusana-jonossaa, vaan samanaikaisesti
maidridnd (kokonaisuutena), jota voi hahmottaa esimerkiksi pallokuviolla (ks. kuva).
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Kolumnia kommentoineet lukijat esittivitkin, ettd joustavuutta voi harjoitella jo ennen
koulua, my®ds erityisoppilaiden kanssa. Erds kommentoija muotoilee 1dhestymistapaa
sanoilla ” nopeus ei ole se mitd haetaan vaan ymmarrys ja erilaiset tavat ratkaista asia”, jota
my®0s oppilaille pitdisi muistaa sanoa daneen.

“Perinteinen opetus vastaa enemmiston tarpeisiin”

Abstraktilla tasolla voidaan uuden matemaattisen asian opettaminen hahmottaa aiemman
menetelmén muokkauksena tai useamman aiemmin tutun menetelmén yhdistdmisena.
Matematiikka on tunnetusti hierarkkinen/kumulatiivinen tietorakenne, jossa joutuu helposti
vaikeuksiin, jos esitiedoissa on puutetta. Ns. perinteisessd opetuksessa, em.
muokkauksen/yhdistdmisen suorittaa ulkopuolinen auktoriteetti (oppikirja/opettaja) ja
oppilaan tehtdaviksi jd4 uuden menetelmén mieleen painaminen usean toiston avulla.

Tama ldhestymistapa on omiaan takaamaan, etti vain kaikkein parhaimmilla oppilailla on
mahdollisuus oppia matemaattisen ajattelun kannalta keskeisid taitoja, kun taas keskiverto-
oppilailla (puhumattakaan heikosta) ndma seikat jadvét piiloon. Muistan itse koulussa miten
pystyin aina péittelemadn, mitd matematiikan opettaja oli selittdiméssd monta minuuttia
ennen kuin hin paasi selityksessdédn asiaan. Toisin sanoen pystyin kehittimiin uuden
menetelmén annetun taustatiedon ja tavoitteen avulla nopeammin kuin opettaja sen luokalle
selitti. Kovin moni oppilas ei tdhdn pysty, ja heiltd jdd menetelmien kehittdminen ja
arvioiminen perinteisessd lihestymistavassa helposti paitsioon.

Joustavuuden edistaminen kaytosta opetuksessa

Monet opettajat ovat sanoneet, ettd useampien ratkaisutapojen opettaminen on hyva sen
takia, ettd toiset oppilaat ymmartivat toisen ja toiset toisen. Voidaan ajatella, ettd tissa
tilanteessa opettaja on joustava ja opettaa useita tapoja sen mukaan mitéd kullekin sopii.
Tama viittdma kuitenkin viittaa siithen, ettd opettaja ei odota oppilailta joustavuutta, silld



kukin valitsee vain yhden ratkaisutavan “omakseen”. Jos tisséd asetelmassa haluaa kehittda
oppilaiden joustavuutta, voisi esimerkiksi tehdéd pienryhmié, joissa on jdsenina eri
ratkaisutapojen kéyttéjid ja pyytdd heitd vertailemaan ratkaisunsa.

Tehtavit, joissa madritddn kayttdmadn tiettyd ratkaisumenetelméé (esim. “Ratkaise
yhtéléryhma kayttdmalld sijoitusmenetelmii™), ovat joustavuuden kannalta erityisen
turmiollisia, samoin opettajat, jotka eivit anna pisteitd jos tehtdvi on ratkaistu muulla
(vaikkakin matemaattisesti perustellulla) tavalla kuin mitd on opetettu. Kun opettaa toista
ratkaisumenetelmai olisi parempi pyytdd oppilaita ratkaisemaan tehtdva usealla tavalla, ja
kayttdd sellaisia tehtdvii, joissa uusi ratkaisutapa on tehokkaampi, sekd auttaa oppilaita itse
vertailemaan keskustellen eri ratkaisutapoja.

Yleensd ajatellaan, ettd oppilaiden vilinen vuorovaikutus on erinomainen keino oppimisen
edistamiseksi. Nopeammat oppilaat auttavat hitaampia, silld opettaja ei ehdi kaikkien
luokse. Ennen kuin oppimisyhteiso on tdysin omaksunut joustavuuteen liittyvét
sosiomatemaattiset normit, tadssd voi kuitenkin piilld myos riski ratkaisujen
monimuotoisuudelle. Hyddyllinen normi olisi esimerkiksi ” Neuvo toista hinen
menetelmassé, e1 omassasi”.

Kun opetin muutama vuosi sitten ongelmaratkaisukurssia tuleville matematiikan opettajille,
tuli vastaan seuraava. Yksi opiskelijapari oli tyoskennellyt jo pari viikkoa keskenéén erdén
ongelman parissa. Olin vihén vélid auttanut heitd eteenpdin silld ratkaisupolulla, jota he
olivat itse ldhteneet kulkemaan. Heidédn polku ei ollut kaikkein tehokkain, mutta kuitenkin
mahdollinen, ja heidén ratkaisu oli jo viittd vaille valmis. Erdalla tunnilla opiskelijat
tyoskentelivdt yhdessd yhden toisen (ns. paremman) opiskelijan kanssa, joka oli jo aiemmin
ratkaissut ongelman. Hén esitteli heille omaa, erilaista, ratkaisuaan, ja he tulivat kaikki
vakuuttuneeksi siité, ettd parin viikon tyo oli ollut hukkaan heitettya. Tasté olisi saanut
erinomaisen keskustelun ongelmanratkaisun ohjaamisesta, mutta valitettavasti tilanne selvisi
minulle vasta jilkikéteen kirjallisesta reflektiosta, silld opettaja ei ehdi kaikkien luokse.

Lisaa joustavuutta

Joustavuusaiheisia keskusteluja voi seurata jatkossakin Joustavaan matematiikkaan FB-
sivulla. LUMA-Suomi ohjelmassa joustavuutta on esilld ainakin Joustava yhtiloratkaisu -
hankkeessa, jossa valmista ilmaista oppimateriaalia 16ytyy sivulla
https://ouluma.fi/joustava-yhtalonratkaisu/. Tammikuussa 2019 alkavat myds OPH:n
rahoittaman Joustavaan matematiikkaan -ohjelman astekohtaiset tiydennyskoulutuskurssit
verkossa (ml. yldkoulun ja lukion opettajille suunnatut kurssit), ks. lisdtietoja osoitteessa
www.flexibility.fi.
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