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1 Reaalilukujen peruskéisitteita

Usein tarkastelun kohteena ovat annetun joukon A C R, A # (), maksimi ja
minimi seké yla- ja alarajat, erityisesti pienin yldraja (supremum) ja suurin
alaraja (infimum).

Méiritelmé 1.1. Olkoon A € R, A # (). Reaalilukua M € R sanotaan
joukon A maksimiksi (eli suurimmaksi arvoksi), jos

(i) x < M kaikilla x € A ja
(i) M € A.

Merkitdadn M = max A.

Vastaavasti reaalilukua m € R sanotaan joukon A minimiksi (eli pienim-
mdksi arvoksi), jos

(i) x > m kaikilla x € A ja

(ii) m € A.

Merkitaan m = min A.

Esimerkki 1.2. A = [3,7].
min A = 3, silld > 3 aina, kun x € A, ja 3 € A.
max A =7, silld x < 7 aina, kun x € A, ja 7 € A.

Esimerkki 1.3. Osoita, ettd joukolla A = |0,1[={z € R |0 <2z < 1} el
ole minimia eikd maksimia.

Todistus: Osoitetaan ensin, etté joukolla A ei ole minimid. Vastaoletus: jou-
kolla A on minimi m.

Téllsin m € A = ]0,1[, joten F € A ja 5 < m. Titen m ei ole joukon A
minimi ja saadaan ristiriita. Siis vastaoletus on vééra ja min A ei ole olemassa.

Osoitetaan sitten, ettd joukolla A ei ole maksimia. Vastaoletus: joukolla A
on maksimi M.



Talloin M € Aeli0 < M < 1. Tallsin M+1<2ja2M =M+ M < M +1,
ts. M < M < 1. Siis

M+1 M+1

5 €A ja > M.

Téten M ei ole joukon A maksimi ja saadaan ristiriita. Siis vastaoletus on
vadra ja max A ei ole olemassa.

Esimerkki 1.4. Osoita, ettd joukolla A = [0,00[ on minimi 0, mutta ei
maksimia.

Todistus: min A = 0, silld x > 0 kaikilla z € A, ja 0 € A.

Osoitetaan sitten, etté joukolla A ei ole maksimia. Tehd&ddn vastaoletus: jou-
kolla A on maksimi M. Jos M < 0, niin M ¢ A ja M ei voi olla joukon A
maksimi. Jos M > 0, niin M +1 € Aja M +1 > M, joten M ei voi olla
joukon A maksimi. Ristiriita.

Siis vastaoletus on vaaré ja joukolla A ei ole maksimia.

Huomautus 1.5. Maksimi ja minimi ovat yksikésitteisid, mikéli ne ovat
olemassa.

Perustelu: Olkoot M = max A ja M’ = max A. Nyt x < M’ kaikilla z € A.
Talloin M < M’', silla M € A. Toisaalta x < M kaikilla x € A ja siten
M'" < M, koska M’ € A. Siis M = M’. Minimi todistetaan samalla tavalla
(harjoitustehtavé).

Maéiritelmé 1.6. Olkoon A C R, A # 0.

(i) Joukkoa A sanotaan ylhddltd rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen M €
R, etti
r < M kaikilla z € A.

Tallaista lukua M sanotaan joukon A yldrajaksi.

(ii) Joukkoa A sanotaan alhaalta rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen m €
R, etti
x> m kaikilla x € A.

Tallaista lukua m sanotaan joukon A alarajaksi.

(iii) Joukkoa A sanotaan rajoitetuksi, jos se on sekd ylhaalta ettd alhaalta
rajoitettu.



Huomautus 1.7. (1) Jos joukolla on maksimi tai minimi, niin se on vas-
taavasti joukon ylé- tai alaraja.

(2) Toisin kuin maksimi ja minimi, joukon yld- ja alarajat eivit ole yk-
sikésitteisié.
Esimerkki 1.8. Osoita, ettd joukko A = ]0, 1] on rajoitettu.

Ratkaisu: Miké tahansa luku m < 0 kelpaa joukon A alarajaksi, silla talloin
x > m kaikilla x € A. Siis A on alhaalta rajoitettu.

Toisaalta mikd tahansa luku M > 1 kelpaa joukon A ylarajaksi, silla talloin
x < M kaikilla z € A. Siten A on ylh#alté rajoitettu. Siis A on rajoitettu.

Esimerkki 1.9. Joukko A = [0, 00| on alhaalta rajoitettu, mutta se ei ole
ylh&alta rajoitettu.

Perustelu: Miké tahansa luku m < 0 kelpaa alarajaksi, joten A on alhaalta
rajoitettu.

Vastaoletus: A on ylhéiltd rajoitettu ja olkoon M joukon A (erds) ylaraja.
Koska 0 € A, niin M > 0. Silloin M +1 € Aja M +1 > M, joten M ei voi
olla joukon A ylaraja. Ristiriita. Siis A ei ole ylhélta rajoitettu.

Esimerkki 1.10. Mééritelldén joukko A = U{xn} induktiivisesti

n=1
2
2
=1, a:n+1:$”+ , n=12...
2z,
Tutkitaan joukon A rajoittuneisuutta.
Nyt 21 = 1 ja siten
1+2 3
T2 9 9 9
1,52 42
=~ ~ 1417
BT s TF
1,417% + 2
=~ ~1.4142.
T ar T

Néayttaisi siltd, ettd alkiota z; lukuunottamatta joukon A jokainen alkio on
vihintidin /2 ja ettd xp11 < x,, kun n > 2. Todistetaan namé véitteet
oikeiksi.



Viite 1: x, > V2, n=2,3,... (x1=1)

Todistus: Selvésti x,11 = 5 + i > 0 kaikillan =1,2,... (z; = 1). Liséksi

2490 224 (VD) 22,12
$n+1:xn2+ -t V) =z x\/_Z\/i

T 22, - 2z,

silld z, # 0, kun n = 1,2,... Edelld on kiiytetty ekvivalenssiin a? + b* >
2ab < (a — b)? > 0 perustuvaa arviota z2 4 (v/2)? > 2v/2x,,. Saatiin siis,
ettd x, > V2, kun n=2,3,..., joten x, > 1 = z; kaikilla n = 1,2,... Niin
ollen A on alhaalta rajoitettu ja min A = 1.

Viite 2: vpp1 < xp,n=2,3,...

Todistus: Viite voidaan yhtédpitdvésti muuttaa seuraavaan muotoon:

2
xy +2
Tt < T = ZT_asn
n
2 2
= a, +2<2z, (xr,>0)
= 22 >2

= 2, >V2 (x,>0).

Koska z, > v2 > 0, kun n = 2,3,..., niin myos Znyq < n, 7 = 2,3, ...
Téastd seuraa, ettd z, < xo = % kaikilla n = 1,2,..., joten A on ylhdalta
rajoitettu ja max A = % Siisl =21 <z, <29 = % kaikilla n = 1,2,...,
joten A on rajoitettu.

Varoitus: Ei ole olemassa yleistd menetelméé todistaa, ettd annettu joukko
on rajoitettu. Aina sitd ei ole helppoa nahda.

Huomautus: Kéaytdnnossa joukon rajoittuneisuus kannattaa usein todistaa
seuraavan kriteerin avulla: Joukko A C R, A # ), on rajoitettu jos ja vain
jos on olemassa sellainen K > 0, etta

|| < K kaikilla z € A.

Perustelu: ”=": Oletetaan, ettd m < x < M kaikilla x € A. Koska |m| <
max{|m/|, |M|}, niin

x >m > —|m| > —max{|m|, |M|} kaikilla z € A

ja
r < M < |M| <max{|m|,|M|} kaikilla z € A.
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Siten
—max{|m|, |[M|} <z < max{|m|,|M|} kaikilla z € A,

eli |z| < max{|m|,|M|}. Téaten esimerkiksi valinta K = max{|m/|, | M|} kel-

paa.

7" Jos |z| < K jokaisella z € A (K > 0), niin —K < x < K jokaisella
x € A. Siten —K on joukon A alaraja ja K sen ylidraja. Siis A on rajoitettu.

Mairitelmé 1.11. Olkoon A C R, A # (). Lukua M € R sanotaan joukon
A pienimmdksi yldrajaksi eli supremumiksi, jos

(i) o < M kaikilla z € A ja

(i) jos x < M’ kaikilla x € A, niin M' > M.

(Kohta (i) kertoo sen, ettd M on ylaraja ja (ii) sen, ettd M on yldrajoista
pienin.) Merkitddn M = sup A.

Vastaavasti lukua m € R sanotaan joukon A suurimmaksi alarajaksi eli
infimumiksi, jos

(i) x > m kaikilla z € A ja

(i) jos x > m/ kaikilla x € A, niin m' < m.

(Kohta (i) kertoo sen, ettd m on alaraja ja (ii) sen, ettd m on alarajoista
suurin.) Merkitddn m = inf A.

Mddaritelmdan merkitys: Koska yla- ja alarajat eivat ole yksikésitteisia, py-
ritddn valitsemaan niille paras mahdollinen edustaja.

Huomautus 1.12. (1) Jos joukolla A on maksimi, niin max A = sup A.
Vastaavasti jos joukolla A on minimi, niin min A = inf A. Supremun ja
infimum ovat maksimin ja minimin korvikkeita.

Perustelu: Olkoon M = max A. Silloin x < M kaikilla z € A, joten
M on ylaraja. Oletetaan, ettd x < M’ kaikilla z € A. Koska M € A,
niin M < M’, joten M on pienin yldraja. Infimum todistetaan samaan
tapaan (harjoitustehtava).



(2) Mikéli supremum tai infimum on olemassa, niin se on yksikésitteinen.

Perustelu: Olkoot M = sup A ja M’ = sup A. Koska M’ on ylaraja ja
M on pienin ylaraja, niin M < M’. Toisaalta M on ylaraja ja M’ on
pienin ylaraja, joten M’ < M. Siis M = M’. Infimumin yksikésitteisyys
todistetaan samaan tapaan (harjoitustehtava).

Esimerkki 1.13. Olkoon A =)0, 1[. Ma#rataan sup A ja inf A.

Ratkaisu: Olkoon M = 1. Osoitetaan, ettd sup A = M = 1.

(i) x < M kaikilla x € A, joten M on joukon A yliraja.

(ii) Olkoon M’ € R sellainen, ettd z < M’ kaikilla z € A. Koska § € A,
niin M’ > % > 0.
Osoitetaan, ettd M’ > M. Vastaoletus: M’ < M. Talloin 0 < M’ < 1,
joten M' +1<2ja2M' =M +M < M +1,ts. M' < 2 < 1. Siis

M + M M + M
T+€A ja T+>M’,

joten M’ ei voi olla joukon A yldraja. TAmé& on ristiriita, joten vasta-
oletus on véari ja M’ > M.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla M = sup A.

Olkoon m = 0. Osoitetaan, ettd inf A =m = 1.

(i) > m kaikilla x € A, joten m on joukon A alaraja.

(ii) Olkoon m’ € R sellainen, ettéd « > m/ kaikilla z € A. Koska £ € A, niin
m' < %
Osoitetaan, ettd m’ < m. Vastaoletus: m’ > m. Nyt 0 = m < m’ < %,
joten / /
m7 €A ja % <,
joten m’ ei voi olla joukon A alaraja. Tamé on ristiriita, joten vasta-

oletus on véird ja m’ < m.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla m = inf A.



Yleenséd sup A ei kuulu joukkoon A. Seuraavan lauseen nojalla se kuuluu
joukkoon A tdsmélleen silloin kun se on joukon A maksimi. Vastaavat viitteet
patevat myos infimumille ja minimille.

Lause 1.14. Olkoon A C R, A # () ja M = sup A. Silloin joukolla A on
maksimi (joka on M) jos ja vain jos M € A. Olkoon m = inf A. Silloin
joukolla A on minimi (joka on m) jos ja vain jos m € A.

Todistus. ”=": Oletaan, ettd () = max A on olemassa. Télléin x < () aina,
kun = € A (ts. @ toteuttaa supremumin ehdon (i)), ja @ € A. Olkoon M’
joukon A miké tahansa ylaraja, jolloin x < M’ aina, kun 2 € A. Koska
@ € A, niin erityisesti Q < M’ ja @) toteuttaa supremumin ehdon (ii). Siis
@ on joukon A pienin ylaraja eli Q = M = sup A.

7<= Oletetaan, ettd M € A. Talloin lisdksi x < M kaikilla z € A, joten M
on joukon A maksimi.

Infimumia ja minimié koskeva véite todistetaan vastaavasti. O]
Esimerkki 1.15. Maardaa sup A ja inf A, kun A = {2 — % ‘ n=12... }

Osoitetaan, ettd m = 1 = inf A.

(i) 2— % > 1, kunn=1,2 ..., joten m =1 on joukon A alaraja.

(ii) Jos m' on joukon A alaraja, niin m’ < 2 — % =1, joten m’ < m. Siis

inf A =1. (Koska 1 € A, niin min A =1 =inf A.)
Osoitetaan seuraavaksi, ettd M = 2 = sup A.
(i) 2— 2 <2, kunn=1,2,..., joten M =2 on joukon A yléraja.

(ii) Jos M’ on joukon A yldraja, niin on osoitettava, ettd M’ > M = 2.
Vastaoletus: M’ < 2. Valitaan n € N niin, etti

Silloin 2—+ € Aja2—L > M, joten M’ ei ole joukon A yldraja. Ris-
tiriita. Siten sup A = M = 2. (2 ¢ A, joten joukolla A ei ole maksimia.)



Taydellisyysaksiooma. Olkoon A C R, A # ). Jos A on ylhilta rajoi-
tettu, niin joukolla A on pienin yldraja (eli sup A on olemassa). Jos A on
alhaalta rajoitettu, niin joukolla A on suurin alaraja (eli inf A on olemassa).

Téaydellisyysaksiooman merkitys on siiné, ettd vaikka rajoitetulla joukolla ei
yleensé ole maksimia eikd minimié, niin silld kuitenkin on pienin ylédraja ja
suurin alaraja.

Huomautus 1.16. Taydellisyysaksiooma on erittdin tarked reaalilukujen
ominaisuus, jota esimerkiksi rationaaliluvuilla ei ole: Joukolla

A={zeQ|z>0,2*<2}

ei ole supremumia joukossa @Q. Todistuksen idea: Koska A # ) ja A on
ylhaélta rajoitettu, niin taydellisyysaksiooman nojalla on olemassa M =
supA € R. Lisiiksi M? = 2 (harjoitustehtivi). Koska M ¢ @ ja supre-
mum on yksikésitteinen, niin joukolla A ei ole pieninté yldrajaa joukossa Q.
Siten () ei toteuta taydellisyysaksioomaa.

Intuition mukaan tédydellisyysaksiooma takaa, ettei reaaliakselissa ole reikié.
Reaaliluvut R voidaan maéritella jarjestettynd kuntana, joka sisdltdé ratio-
naaliluvut Q) ja toteuttaa taydellisyysaksiooman. Karkeasti sanottuna reaa-
lilukujen kaikki téaydellisyysaksioomaan liittyvat ominaisuudet ovat analyy-
sid, muut algebraa. Ongelmana taydellisyysaksiooman kéytossé on kuitenkin,
ettei se anna mitddn keinoa l6ytdd supremumia tai infimumia. Kaytdnnossé
ensin on tehtdva (hyvd) arvaus ja sitten todistettava se oikeaksi.

Jos joukko ei ole ylhddlta rajoitettu, silld ei ole supremumia (vastaavasti
alhaalta rajoittamaton joukko ja infimum). Myoskaan tyhjilla joukolla ei ole
supremumia eikd infimumia. Usein kuitenkin kiytetdin seuraavia merkintoja:

sup A = 0o <= A ei ole ylhiilté rajoitettu,
inf A = —o0 <= A ei ole alhaalta rajoitettu,
sup ) = —oo,

inf ) = oo
(miké tahansa luku on tyhjin joukon () yli- ja alaraja).

Kaytinnossd supremum kannattaa yrittdd madrittad seuraavan lauseen avul-
la.



Lause 1.17. Oletetaan, etti A CR, A# 0, A on ylhddlti rajoitettu ja ettdi
M on joukon A yldraja. Silloin M = sup A jos ja vain jos jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen x € A, ettd

z>M—e¢.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd M = sup A ja tehdain vastaoletus: On ole-
massa sellainen ¢ > 0, ettd x < M — ¢ kaikilla x € A

= M — ¢ on joukon A ylirajaja M —e < M

= M ei ole pienin yldraja. Ristiriita.
7<= 7. Oletetaan, ettd M on joukon A yldraja, jolle lauseen ehto pétee. Jos
M' < M, niin valitaan e = M — M’ > 0. Nyt on olemassa sellainen = € A,

etta
e>M—ec=M—(M—-M)=M

Siis M’ ei ole joukon A yldraja, joten M on joukon A pienin ylaraja. n

Vastaava tulos patee myds infimumille:

Lause 1.18. Oletetaan, etti A C R, A# 0, A on alhaalta rajoitettu ja etti
m on joukon A alaraja. Silloin m = inf A, jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti
on olemassa sellainen x € A, etti

r<m-+e.
Esimerkki 1.19. Olkoon A = {2—% | n=12... } Osoita, ettd sup A = 2.

Ratkaisu: Merkitdan M = 2. Nyt 2 — % <2,n=12,..., joten M = 2 on
joukon A ylaraja.

Olkoon ¢ > 0. Valitaan n niin, etta

1 1
2——>2—¢c &= n>-.
n €

Silloin 2— X € Aja2—L > M —e. Siten M = sup A.

Huomaa, etté téssi ei kiytetty vastaoletusta (toisin kuin edelld). Vastaoletus
siséltyy lauseeseen 1.17.



Todistetaan seuraavaksi ilmeiseltd tuntuva véite, ettd luonnollisten lukujen
joukko N ei ole rajoitettu. Tatd ominaisuutta on jo kiytetty esimerkeissa.
Viite el seuraa joukon R algebrallisista (ts. sen laskutoimitusten) ominai-
suuksista vaan todistuksessa kiytetadn taydellisyysaksioomaa.

Lause 1.20 (Arkhimedeen ominaisuus). Jokaista x € R kohti on olemassa
sellainen n € N, ettd
r < n.

Todistus. Vastaoletus: On olemassa sellainen x € R, ettd n < z kaikilla
n € N. Selvisti voidaan olettaa, ettd x > 2.

x on joukon N yldraja, joten N on ylhdalta rajoitettu

on olemassa M =supN € R (tdydellisyysaksiooma)

M — 1 ei ole joukon N yldraja, koska M on pienin yliraja

on olemassa sellainen m € N, etta m > M — 1 (M — 1 ei ole yléraja)
m+1>Mjam+1eN

M ei voi olla joukon N ylaraja. Ristiriita.

Lreell

Kolmannen ja neljannen vaiheen voi perustella myos valitsemalla A = N ja
¢ = 1 lauseessa 1.17. ]

Huomautus 1.21. Arkhimedeen ominaisuudesta seuraa, etté jokaista x > 0
kohti on olemassa sellainen n € N etté

1 1
— <z (elin>-).
n x

Arkhimedeen ominaisuutta kiyttdmélla voidaan todistaa seuraava lause.
Lause 1.22. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissd on aina rationaaliluku, ts.

rationaaliluvut ovat tihedssd joukossa R.

Todistus. Olkoot x, y € R sellaisia, ettd y — x > 0. Osoitetaan, ettd on
olemassa sellanen ™ € QQ, ettd z < 7 < y. Todistuksen ideana on etsid niin
suuri luku n € N, etta vili |nx, ny[ siséltdd ainakin yhden kokonaisluvun m.

Nyt y — 2 > 0, joten Arkhimedeen ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen
n € N, ettd n > y%x Koska y — z > 0, niin % <y-—ux.
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Olkoon A ={ke€Z | k-~ >z} ={keZ]|k>an} (n>0). Arkhi-
medeen ominaisuuden nojalla A # (). Nyt n(—z) € R, joten Arkhimedeen
ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen p € N, ettd p > n(—x)

1
= —p-—<ux
n
Siten A on alhaalta rajoitettu kokonaislukujen joukko, joten inf A on olemas-
sa. Valitaan ¢ = 1 lauseessa 1.18. Talloin on olemassa sellainen m € A, etti

m<infA+1lelim—1<infA Siismec Ajam—-1¢ A eli ™ >z ja
(m—1) -+ < z. Néin ollen
m m—-1 1

1
— = +-—<r+-<z+y—2z) =y,
n n n n

joten x < % < y. m

Seuraus 1.23. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissd on aina irrationaalilu-
ku.

Todistus. Olkoot luvut = ja y sekd y > x. Lauseen 1.22 nojalla vélilla |x —
V2,9 — v/2[ on rationaaliluku o ts.

r-V2<Zcy-vV2 = 1<ZiV2<y
n n

Lisiksi 2 +v/2 € R\Q, silld v2 € R\Q. O

Seuraus 1.24. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissd on ddrettoman monta
rationaali- ja wrrationaalilukua.

Todistus. Olkoot luvut = ja y, y > . Tehdddn vastaoletus: Lukujen z ja y
vélissd on n kappaletta rationaalilukuja. Vili |z, y[ voidaan jakaa osavéleihin,
joita on (n+ 1) kappaletta. Lauseen 1.22 nojalla jokaisella osavililla on aina-
kin yksi rationaaliluku, joten vililtd |z, y[ 16ytyy n+ 1 rationaalilukua. Tadmé
on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, joten lukujen x ja y vélissd on ddreton
méadra rationaalilukuja. Irrationaalilukuja koskeva viite todistetaan samalla

tavalla kayttamaélla seurausta 1.23. [
Lause 1.25 (sisdkkéisten vilien periaate). Jos [a1,b1] D [ag,b] 2 -+ ovat
sisakkdisia suljettuja vileji (an, b, € R, n=1,2,...), niin

() lan, bu] # 0

n=1

On siis olemassa sellainen x € R, etti x € [ay, by, kaikillan = 1,2, ...
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Huomautus 1.26. (1) Sisdkkéisten vilien periaate kertoo saman kuin téy-
dellisyysaksioomakin eli ettei reaaliakselilla ole reikid. Voidaan todistaa,
ettd sisdkkaisten vilien periaate on yhtapitava tdydellisyysaksiooman
kanssa.

(2) Lauseen kannalta on olennaista, ettia vilit ovat suljettuja, esimerkiksi

~ 1
Mo [0
n
n=1
Perustelu: Vastaoletus: ﬂzo:l](),%[ # (). Talloin on olemassa sellainen

r € R, ettd z € ]O,H aina, kun n = 1,2,... Télle luvulle z pétee
siis 0 < z < % elin < % aina, kun n = 1,2,... Tdmé on ristiriidassa
Arkhimedeen ominaisuuden kanssa.

Huomaa, ettd ()20, 2] = {0} (harjoitustehtéivi).

(3) Lauseen kannalta on olennaista, etta vilit ovat rajoitettuja:

[n, o0 =10

n=1
(harjoitustehtava).
Lauseen 1.25 todistus. Merkitdén I, = [a,, b,|. Talloin I,, C I; kaikilla n =
1,2,

= a4, <b,<b; VYn=12 ...
— A={a,|n=1,2,...} on ylhiiltd rajoitettu ja A # ()
—> on olemassa M = sup A € R (taydellisyysaksiooma)

Koska M = sup A on joukon A yléraja, niin a, < M kaikillan =1,2,...
Viite: M < b, kaikillan =1,2,...

Perustelu: Todistetaan, ettd jokainen b,, n = 1,2,..., on joukon A ylaraja.
Oletetaan, ettd n on kiinnitetty.

k<n = I,CL — a, <a, <b,.

12



Siten a; < b, jokaisella k =1,2,...

—> b, on joukon A yldraja
—> M < b, koska M on pienin ylédraja
= a, < M <b, kaikillan =1,2,...

— M€ ﬁ[an,bn].

n=1

Esimerkki 1.27. Olkoon x € R. Valitaan aq, by € QQ, a; < b niin, etta
S [al, bl] .
Jaetaan vili [ay, b;] kahteen osaan keskipisteesta

ay + by
2

ja valitaan néista vali [ag, bo] niin, ettéd ag, by € Q, as < be ja

x € [a27b2].

Jatketaan néin. Kun [ay,, b,] on valittu, niin jactaan se kahteen osaan keski-

pisteesté
a, + b,

2
ja valitaan néista seuraava vali [a, 41, bpi1], Gny1, bpr € Q, ang1 < by niin,
etta

T € [an—l—l:bn—i—l]-
Siis
a1 <ay < S lpg ST Sy <o < by by
Néin saadaan jono suljettuja sisdkkaisia vileja

[a’lvbl] 2 [a27b2] 2 )

joiden pituudet

bn—l — Qp—1 bl — I
b, —a, = =
n an 9 2n—1 07
kun n — oo. Lisaksi
{z} = ﬂ[am by.
n=1

Néin jokainen reaaliluku saadaan méaariteltyé rationaalipaédtepisteisten vélien
avulla.

13



2 Lukujonoista

2.1 Lukujonon raja-arvo

Maaritelma 2.1. Reaalilukujono
(I’n) = X1,T2,T3,. ..
on kuvaus x: Z, — R, missé z(n) = x,.
Mddritelmdan tarkoitus: Jokaista lukua n = 1,2,... asetetaan vastaamaan

reaaliluku z,,. Méaéritelmaé kaytetddn myos joukon Z, &ddrettomille osajou-
koille numeroimalla niiden alkiot uudelleen.

Varoitus: Jonoa (x,,) ei saa samaistaa joukkoon
{z, |n=1,2,...}.
Esimerkiksi

(z,) =0,1,0,1,...
(yn) = 1,0,1,0,...

ovat eri jonoja vaikka
{zn|n=12,...} ={yn|n=1,2,...} ={0,1}.
Jonoissa esimerkiksi termien jéirjestysti ei saa muuttaal

Maaritelma 2.2. Jonon (x,) sanotaan suppenevan kohti lukua a € R, jos
jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € 7, , ettéa

|z, —a] <e
aina, kun n > n.. Talloin sanotaan, ettd a on jonon (x,) raja-arvo ja mer-
kitaan

lim z, =a tai x, — a, kun n — oo.
n—oo

Jos jono ei suppene kohti mitdéan lukua, niin sanotaan, ettd se hajaantuu.

Mddritelman tarkoitus: Kaikki termit x,, ovat mielivaltaisen ldhella pistetta
a, kun n on riittdvén suuri.
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Huomautus 2.3. (1) Suppenevan jonon raja-arvo on yksikasitteinen luku.
Jono ei siis voi supeta kohti kahta eri lukua.

Perustelu: Tehdaéin vastaoletus: ¢ = lim z, ja b = lim z, sekd a # b.

n—oo
Valitaan ¢ = @ > (. T&lloin maaritelmén 2.2 nojalla on olemassa

sellaiset n., n” € 7., etté

|z, —a|l <e, kunn >n., ja

|z, —b] < e, kunn >n.
Kolmioepayhtédlon nojalla on voimassa arvio

b—al=1b—x,+x, —a| <|b—x,|+ |z, — q
<e+e=2=1b—al,

kun n > max{n.,n”}. TAmé& on ristiriita, joten a = b.

(2) Raja-arvon mééritelmé ei anna keinoa méaérittaa raja-arvoa. Kdytinnos-
sé ensin on tehtdvé arvaus siitéd, miké raja-arvo on, ja sitten todistetta-
va arvaus oikeaksi. Téssd on sama vaikeus kuin taydellisyysaksiooman
kaytossa.

Joskus raja-arvon sanotaan olevan oo (tai —oo), jolloin kéytetddn seuraavaa
madritelmaa.

Maéritelmé. Jonon (x,,) sanotaan hajaantuvan kohti déretonté, merkitaan
lim z, = +oo (vastaavasti —oo), jos ja vain jos jokaista M € R kohti on

n—oo

olemassa sellainen ng € Z., ettd x, > M (vastaavasti z, < M) kaikilla
n > ng.

Esimerkki 2.4. (x,), z,=2%, n=1,2,...

Vdite: lim z,, = 0.

Perustelu: Olkoon ¢ > 0. Silloin
1

1 1
|xn—0|:‘——0‘:—<5, kun n > —.
n n £

1
Valitaan n. pienimmiksi kokonaisluvuksi, joka on suurempi kuin — (valinta
€

mahdollista Arkhimedeen ominaisuuden nojalla).
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Esimerkki 2.5. Jono (z,,) =0,1,0,1,... hajaantuu.

Perustelu: Vastaoletus: Jono (x,) suppenee. Télloin raja-arvo a = lim z,, €

n—oo

R on olemassa. Siis jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen n. € Z, etti
|z, — a| < ¢ aina, kun n > n.. Erityisesti, lukua ¢ = § kohti on olemassa
sellainen ni e L, ettd |z, —a| < % aina, kun n > ni. Téten

1
1:|$n_$n+1|§|xn_a’+’a—l’n+1|<§+§:1

jokaisella n > n, miké on ristiriita. Siis jono (z,) hajaantuu.

1
Esimerkki 2.6. Jono (z,), z, = (—1)”(1 — —), n = 1,2,... hajaantuu
n
(vaikka kuvasta katsottuna néyttéisikin suppenevan kohti seké lukua —1 etta
lukua 1) (harjoitustehtéva).
_ 3n+2

Esimerkki 2.7. Tutkitaan jono (x,), x, = ——, n
on + 3

=1,2,..., suppene-

mista.
Arvauksen tekeminen: Kun n on suuri, niin

3n—|—2_3+%~
Bn+3  5+3

3
£
Vaite: lim z,, = §

n—o0 5
Perustelu: Olkoon € > 0. Silloin
:

Ty — =

- <&,

3n+2 3| |15n+10—15m—9| 1 - 1

Sn+3 5| 5(5n + 3) ~ 5(5n+3)  25n

kun n > 25z Siten n. voidaan valita pienimmaéksi kokonaisluvuksi, joka on
€

suurempi kuin —.
p 2be

2 1
Esimerkki 2.8. (z,,), x, = 1/ nt ,n=12 ...
n

Arvauksen tekeminen: Kun n on suuri, niin

2 1 1
\/n+ :\/2—1——%\/5.
n n
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Viite: lim z,, = V2.

n—oo

Perustelu: Olkoon ¢ > 0. Silloin

/2 1

1
2\/§n

. Siten n. voidaan valita pienimméksi kokonaisluvuksi, joka
1
2\/55'

Maéritelma 2.9. Jonoa (z,) sanotaan rajoitetuksi, jos sita vastaava joukko
{z,} on rajoitettu eli on olemassa sellainen reaaliluku M > 0, etta

|z,| < M kaikillan =1,2,...

B |2n+1_2| 1

n

N R (YR ERe)

<

<e,

1
2\/§€

on suurempi kuin

kun n >

Lemma 2.10. Suppeneva jono (x,) on rajoitettu.

Todistus. Olkoon a = lim z,,. T&lloin

n—0o0

Ve >0dn. € Z, siten, ettéd |z, —a| < e, kun n > n..
Valitaan € = 1, jolloin

dny € Z, siten, ettd |z, —al <1, kunn > ny
= |z,| < |z, —a+al <|zr, —al+|a] <1+]a|, kun n > n;.

Toisaalta
|z, | < max{|z1], |22, ..., |Tn, |}, kunn < mny.
Siis
|z, < max{1+ |al, |z1],..., |zn, |}
kaikilla n = 1,2, ..., ja viite pétee, kun valitaan siind M = max{1l + |al,
1],y |2, |} O

Huomautus 2.11. Kéénteinen véite ei pade. Siité, ettd jono on rajoitettu,
el seuraa, ettd se suppenee. Esimerkiksi jono (z,) = 0,1,0,1,... hajaantuu
vaikka se on rajoitettu.

Lemmaa 2.10 voidaan kuitenkin kiytt&d4 jonon hajaantumisen niyttémiseen.
Esimerkiksi jono (z,), , = n, n = 1,2,..., ei ole rajoitettu, joten se ei
suppene.
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Esimerkki 2.12. Olkoon (z,,),

1 .
S ~, N pariton,
n - 17
n, n parillinen.

Jono (x,,) el ole rajoitettu, joten se ei suppene (vaikka kuvasta katsottuna
ndyttéisikin suppenevan kohti nollaa).

Esimerkki 2.13. Tarkastellaan jonoa (s,), missi

sn:i%, n=12 ...
k=1

Osoita, ettd jono (s,) hajaantuu.

Perustelu: Osoitetaan, etté (s,) ei ole rajoitettu. Nyt

81:1,

—_

32:1+_7

— N

ST T R LD P P
5= 371 2 1 2’

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1
S8 = - -+ = -+ =-+=-+=
8 2 34 56 78

>1+1+2 1+4 1—1+31
2 4 8 2

Induktiolla luvun n suhteen voidaan todistaa, ettéa

(\V]

>14n-t—14" 0,1,2

Son n-:-—= -, n=u1,4...,

o= 2 2

jal+ 5 — oo, kun n — oo. Siis (s,) ei ole rajoitettu, eiké siten suppene.
(Harmoninen sarja hajaantuu.)

Huomaa, ettd (s,) hajaantuu todella hitaasti: s, ~ 12,1 kun n = 100000.
Laskimesta tai tietokoneesta ei juurikaan ole apua suppenemisen toteamises-
sa.

Huomautus 2.14. Raja-arvoille patevit seuraavat algebralliset ominaisuu-
det (harjoitustehtdava): Jos jonot (z,) ja (y,) suppenevat sekd lim z,, = a ja

n—oo

lim y,, = b, niin myos jonot (x, + yn), (Tn — yYn) ja (T,y,) suppenevat. Jos

n—oo

yn # 0 kaikilla n = 1,2,..., ja b # 0, niin myos jono (z—:) suppenee. Niiden
jonojen raja-arvot ovat télloin
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(i) lim (x, +y,) =a+b,

n—oo

(i) lm (x, —yn) =a—0b,

n—oo

(ili) lim (z,yn) = ab,

n—oo

(iv) limx—n:%,kunyn;&O,nzl,Q,...,jab%O.

n—oo yn

Varoitus: Siitd, ettd summajono (x, + y,) suppenee, ei voi paitella, etta
alkuperéiset jonot (z,) ja (y,) suppenevat. Vastaava tulos pétee muillekin
laskutoimuksille. Jos esimerkiksi z,, = (—=1)" ja y,, = (—1)""', n=1,2,...,
niin z,, + y, = 0 kaikilla n = 1,2,... Né&in ollen

lim (z, + y,) =0,

mutta jonot (x,) ja (y,) eivit suppene.

Lause 2.15 (epédyhtilon sdilymisen periaate). Olkoot (x,,) ja (yn) sellaisia
suppenevia jonoja, etti x, <y, kaikilla n =1,2,.... Silloin

lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

Todistus. Merkitddn a = lim z, ja b = lim y,. Olkoon ¢ > 0, jolloin on

n—0o0

olemassa sellaiset n. ja n!, etté
€ s ’ .
|z, —a| < 3 kaikilla n > n., ja
€ s
lyn — ] < Y kaikilla n > n..
Koska a — =, < |z, — al ja y, — b < |y, — b|, niin

e £
a—1r, << Ja yn—b<§, kun n > max{n.,n’} = n.

2
= a—b:(a—a:n)—i-(yn—b)—l—(xn—yn)<£—|—§=€, kun n > n,
—_—— 2 2
<0
— a—b<e kaikilla e > 0.
Téaten a — 0 <0, eli lim z, =a < b= lim y,. O
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Varoitus: Aito epayhtalo ei vilttamatta saily rajankdynnissé:

Ty < Yp == lin;o T, < nh_)rrolo Yn-

Esimerkiksi x, = 0, y, = %, n=1,2,... Talloin

Tp < Yn, n=12 ..., mutta lim z, =0= lim y,.

n—oo n—oo

Lausetta 2.15 vastaava tulos pitee myos silloin, kun raja-arvo on foo. To-
distus jatetddn harjoitukseksi.

Lause 2.16. Olkoot (z,,) ja (y,) jonoja. Oletetaan, etti on olemassa sellai-
nen ng € Z, etti x, <y, kaikilla n > ng. Jos lim x,, = +o00, niin myos
lim y, = +o00. Jos lim y, = —o0, niin myds lim x,, = —o0.

n—oo n—oo n—oo

Jos annetun jonon alkioille tiedetdén samaa lukua kohti suppeneva yla- ja
alaraja, niin samaan tapaan kuin epdyhtalon sdilymisen periaate saadaan
seuraava, kayttokelpoinen tulos.

Lause 2.17 (suppiloperiaate). Oletetaan, etti (x,,), (yn) ja (z,) ovat sellaisia
jonoja, ettd
Tn < Yp < 2, kaikillan=1,2,...

Jos (x,,) ja (z,) suppenevat kohti samaa lukua eli

lim z, =a= lim z,,
n—oo n—oo

niin myos (y,) suppenee ja

lim y, = a.

n—oo

Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen, jolloin on olemassa sellaiset n. ja n”,
etta

|z, —a| <e kaikillan >nl, ja

|z, —al < e kaikilla n > n!.
Koska

a—a, <|r,—a|<e, kunn>nl, ja

Zn—a<l|z,—a|l <e kunn>nl,
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niin
a—e<x,<y,<z,<a+e kunn>max{n.,n’}=n..
Siis
lyn, —a| < e, kaikilla n > n.,

joten lim y, = a. O]

n—oo

Huomautus 2.18. Suppiloperiaattessa on térkedd, ettd jonot (z,) ja (z,)
suppenevat kohti samaa lukua.

Esimerkiksi jonoille z,, = —1, y, = (=1)" ja 2z, = 1, kun n = 1,2,..., on
voimassa
limz, =—-1#1= lim 2,

ja x, <y, < z,, mutta (y,) hajaantuu.

sinn
=0.

Esimerkki 2.19. Osoita, ettd lim

n—oo n
Ratkaisu: Koska —1 < sinn <1 kaikilla n = 1,2,..., niin

1 sinn 1
<

—— < <—, n=12 ...
n n n
Valitaan suppiloperiaatteessa
1 sinn 1
Tp=——"5 Yn= , Zn=—, n=12
n n n
Talloin
lim z, = lim z, =0,
n—oo n—oo
joten myds lim =% = (.
n—oo
Varoitus:
. sinn JE’EOSID” ‘1 .
lim # = (jilkimmaéinen ei ole olemassa)
n—oo N, lim n
n—oo

4
Esimerkki 2.20. Osoita, etti lim — "% _
n—oo Hn? + 4n + 3

on + 4
Ratkaisu: Arvioidaan lauseketta ——  v1ospain ja alaspiin (esimer-
5n? 4 4n +3 0 o pat péin. (

kiksi) seuraavasti:

5 5n 5n 5n + 4 Sn+4+3n"t 1

12n 1202 5n2+4n2+3n2 ~ n2+4n+3 = n2+4n+3 n

9
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kun n =1, 2,... Valitaan suppiloperiaatteessa

5 Sn+4
Tn =5 Yn=c 5 1 o
12n Sn?2+4n+3

jolloin lim z,, = lim z, = 0 ja siten myds

n—oo n—oo

. on + 4
lm —mm— =
n—oo Hn2 4 4n + 3

Huomaa, ettd ndmé esimerkit voidaan myos késitelld suoraan suppenevan
jonon maéaaritelmén avulla.

2.2 Monotoniset jonot

Madritelma 2.21. Jonoa (z,,) sanotaan
(i) kasvavaksi, jos xp11 > , kaikillan =1,2,.. .,
atdosti kasvavaksi, jos x,41 > x, kaikillan =1,2,..

(ii) wvdheneviksi, jos 41 < x, kaikillan =1,2,.. .,
atdosti vihenevdksi, jos x,41 < x, kaikillan =1,2,...,

(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai vihenevé,
aidosti monotoniseksi, jos se on aidosti kasvava tai aidosti viheneva.

Esimerkki 2.22. (1) z,=n,n=1,2,... (z,) on aidosti kasvava.

(2) z, =1, n=12,... (x,) on aidosti viheneva.

(3) xz,=1,n=1,2,... (z,) on vakiojonona seki kasvava ettd viheneva.
4) z,=(-1)",n=1,2,... (z,) ei ole kasvava eikd viheneva.

Lause 2.23 (monotonisen suppenemisen lause). Monotoninen jono suppenee
jos ja vain jos se on rajoitettu. Lisdksi pdtee:

(i) Jos (x,) on kasvava ja ylhddlti rajoitettu, niin

lim z, = sup{z, | n=1,2,...}.
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(ii) Jos (x,,) on vihenevi ja alhaalta rajoitettu, niin

lim z, =inf{z, |n=1,2,...}.

n—oo

Todistus. ”=": Jos jono (z,) suppenee, niin lemman 2.10 nojalla se on ra-
joitettu.

7<«<": Todistetaan kohta (i). Talloin erityisesti kasvava ja rajoitettu jono sup-
penee, eli kohdasta (i) seuraa ensimméisen véitteen toinen suunta kasvaville
jonoille. Olkoon (z,,) kasvava ja ylhdaltd rajoitettu. Télloin on olemassa sel-
lainen M € R, etté

T, <M kaikillan=1,2,...
Téaydellisyysaksiooman nojalla
sup{z, | n=1,2,...} =a €R

on olemassa. Osoitetaan, ettd a = lim x,.

n—oo

Olkoon & > 0 mielivaltainen. Lauseen 1.17 nojalla on olemassa sellainen n.,
ettd x,. > a — e. Koska jono (z,) on kasvava, niin

Ty 2> Ty, > a—e  kaikillan > n,
—a—e<z,<a<a+e kaikillan>n. (aon yliraja)
= —ec<x,—a<e kaikillan > n,
= |z, —al<e n>n.

— a = lim z,.
n—oo

Kohta (ii) todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtévé). O

Huomautus 2.24. (1) Edelld monotonisuusoletus on olennainen. Esimer-
kiksi jono z,, = (—1)", n = 1,2, ..., on rajoitettu, mutta se ei suppene.

(2) Voidaan osoittaa, ettd monotonisen suppenemisen lause on yhtapitdva
taydellisyysaksiooman kanssa (harjoitustehtavé).

Esimerkki 2.25 (Newtonin menetelmé). Jatkoa esimerkkiin 1.10. Olkoon
f(x) = x* — 2. Silloin

fl#)=0 <= z=4V2.
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Asetetaan x; = 1. Kédyrdn y = f(x) pisteeseen (z1, f(x1)) piirretyn tangentin
yhtélo on

y = f(21) + f/(@1)(2 — 1)
Tangentti leikkaa z-akselin, kun y = 0, eli kohdassa

f(z1) ri—2 _af+2
r =T — = 1 — = .
f’(l’l) 21’1 2!['1
Merkitaén xo = mj;f Vastaavasti kdyran pisteeseen (za, f(x2)) piirretty tan-
gentti leikkaa z-akselin kohdassa x3 = %, jne. Iteroidaan tatd: Olkoon
2
xn 4+ 2
331:1, Tnt1l = n s TI,:LQ,...
2%,

Viite 1: Jos (x,) suppenee, niin lim z, = V2.

n—o0

Perustelu: Olkoon a = lim z,,. Koska z,, > 1, n = 1,2,... (esimerkki 1.6),

n—oo

niin epayhtilon sdilymisperiaatteen nojalla a > 1 > 0.

(lim :I:n)2 +2

. i w242 HL a’+2

a= lim z,,; = lim = . =

noo TN nSee 2ay, 2(lim ) 2a
n—oo

20> =a’>+2 (a>0)
a’ =2

a:i\/§

Koska a > 0, niin a = /2.

I

Viite 2: Jono (z,,) suppenee (tdmé ei ole selvaél).

Perustelu: Esimerkissd 1.6 on jo osoitettu, ettd z,,1 < z,, n = 2,3,... ja
ettd x,, > \/5, n = 2,3,...Siten jono x,, x3,...on vihenevini ja rajoitettuna
jonona suppeneva. Siis @ = lim z,, on olemassa ja Viitteen 1 nojalla a = /2.

n—oo

Varoitus: Raja-arvon olemassaolo on todistettava erikseen rekursiivisesti méé-
ritellyille jonoille.

Esimerkki 2.26. Olkoon




Jos a = lim =z, olisi olemassa, niin
n—oo

= [ ey = li —
e D 2
— a*—2a+1=0

= (a—1)>=0

— a=1.

Téssd tapauksessa raja-arvoa ei ole olemassa, ts. (x,) ei suppene

Perustelu:
2+1 22 1 1
n ==z == - > n ) :1727 )
Tnt 2 g TgZtnty 1
silla
x? T
?zxn@mn(?—1)>0<:>xn>2, n=1,2,

Todistetaan induktiolla, ettd x, > 2, n=1,2,...
1) Ir1 = 2.
2) Tehd&dén induktio-oletus: z; > 2 jollakin k € 7. Télléin induktio-

oletuksen nojalla
2 2
xk+1>2 +12222‘

T T =T
Induktioperiaatteen nojalla x,, > 2, n = 1,2,... Téstd seuraa (induktiolla),
etta
1 1 1 n—1
n > T — > 2, 2.=>...> —1)==2 ,
kun n = 1,2,... Siten jono (z,) ei ole rajoitettu eikd se suppene.

Esimerkki 2.27. Olkoon

1 1 1 "1
5n:1+ﬁ+5+...+m:;H, n=12...
=0

Osoita, ettd jono (s,) suppenee.
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Ratkaisu: Selvésti (s,,) on (aidosti) kasvava, silld s, 11 = s, + ﬁ > s, kun
n=1,2,.... Lisaksi

1 1
Sp <1414 ——+——+ -+

1-2 2-3 (n—1)n
SRR R U Y LN
N 2 2 3 n—-1 n
1
=3—-——-—<3, n=12 ...
n
Edelld on kéytetty ensin arviota % < m ja sitten osamurtohajotelmaa
1 k= (k—1) 1 1

(k—1)k k—1Dk k-1 K

kun k£ =2,...,n. Jono (s,) siis suppenee, koska se on kasvava ja rajoitettu.
Voidaan osoittaa (tosin ei helposti), ettd raja-arvo on Neperin luku e =
2,718281828459 . . ., toisin sanoen

o0
I 1
e= lim s, = E —.
n—oo k!
k=0

Esimerkki 2.28. Olkoon z; = 1 ja z,,1 = %(mi +9),n =1,2,... Osoita,
ettd lukujono (x,) suppenee ja mairda lim x,.

n—oo

Ratkaisu:

Viite 1: Jos (x,) suppenee, niin lim z, = 3.

n—oo

Todistus: Jos a = lim x,, on olemassa, niin

n—oo

1 1 >+9
a= lim 2,,; = lim ~(22 +9) = =((lim 2,)? +9) = o

n— o0 n— 00 n— 00 6
— a’*—6a+9=0
— (a—3)*=0
— aq = 3.

Viite 2: 0 < z,, < 3 kaikillan =1,2,....

Todistus: Todistetaan véaite induktiolla luvun n suhteen.
1) Viite on tosi, kunn =1,silla 0 < 2y =1 < 3.

26



2) Induktio-oletus: Véite on tosi, kun n = k, toisin sanoen 0 < xj < 3.
Induktioviite: Viite on tosi, kun n = k + 1, toisin sanoen 0 < xx4q < 3.
Induktiotodistus: Koska ), > 0, niin 21 = g(zf +9) > 0 ja induktio-
oletuksen nojalla
(2+9) 949
6 6
(koska 0 < z < 3, niin 22 < 9). Siis 0 < 7341 < 3. Induktioperiaatteen
nojalla Viite 2 on tosi kaikilla n € Z.

3

Th+1 =

Viite 3: x,41 > x, kaikillan =1,2, ...

Todistus: Viitteen 2 nojalla

1 n—3)?
In+1—$n=6($i+9)—xn:%>07

joten x, 1 > x, kaikillan € Z,.

Téten jono (x,) on kasvava ja (ylhdiltd) rajoitettu, joten monotonisen sup-
penemisen lauseen nojalla (x,) suppenee. Viitteen 1 nojalla lim z, = 3.

n—oo

2.3 Osajonot

Maaritelméa 2.29. Jonoa (y;) sanotaan jonon (z,) osajonoksi, jos on ole-
massa sellaiset luvut n; < ng < ..., etté

Yr = Tp, kaikilla k =1,2,...
Mddritelmdan tarkoitus: Osajono saadaan alkuperiisestd jonosta jéattdmalla

pois tdmén alkioita ja numeroimalla saadun jonon alkiot uudelleen samassa
jéarjestyksessé.

Huomautus 2.30. (1) Jono (z,) on sellainen kuvaus z: Z; — R, ettd
z(n) = x,. Olkoot ny € Z, sellaisia, ettd n; < ny < ... Télloin on
olemassa kuvaus

o:Zy — {niy,ng, ...}, o(k)=n.
Osajono (x,,) on yhdistetty kuvaus

roo:Zy — R, (xoo)(k)=x(o(k)) =x(ng) = zp,.
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(2) Huomaa, ettéd aina ny > k.

1
Esimerkki 2.31. Olkoot z,, = —, n = 1,2, ... Seuraavassa on eriitd jonon
n

(x,) osajonoja:

—
<
ES
SN—
|
—~
8
[\~
EN
N—

Il
/N
[\
w|’_‘
~

I
N | —
| =

—
N

ES
N—

\
—~
&

N

o>

L
N—

|
/N
ol

| —_
N—
|
W —
Ut] =
~

~—
I
Nil*—‘»—t
SIE
|’_‘O<i|" = oo
-

—~
Ny
e
N~—
|
—~
=
=
S~—
Il
/N
~
|
-
o
«

suppenee kohti lukua a.

Kidintden jos jonon (x,) jokainen osajono suppenee, niin myds (z,) suppe-
nee.

Todistus. Oletetaan, ettd lim x,, = a. Olkoon (yx) jonon (x,) osajono ja

n—oo

Yp = Tpy,, Nip > k.

Koska lim z, = a, niin jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen n., etta
n—oo

|x, —al <e kaikilla n > n..
Jos k> n., niin ng > k > n. ja
lyr — al = |z, —al <e, kun k > n..
Siten lim y, = a.
k—00
Kéaanteinen viite on selvi, silla (z,,) on itsensi osajono. O
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Huomautus 2.33. Lause 2.32 antaa keinon todistaa, ettd jono hajaantuu.
Riittaa loytaéa osajono, joka ei suppene, tai kaksi osajanonoa, jotka suppene-
vat eri lukuja kohti. Muista kuitenkin, ettd yhden osajonon suppeneminen e
takaa alkuperdisen jonon suppenemista.

1
Esimerkki 2.34. Jono z,, = (—1)" <1 — —), n=1,2,..., hajaantuu.
n

Perustelu: , = 0,3, 2,3 —2,

not (yr) = (Tax),

2, —g, ... Jonolla (z,) on suppenevat osajo-

1
Top = (—1)%* (1 — %) — 1, kun k — oo (parilliset indeksit)

ja (yr) = (zar-1),

Top_1 = (_1)2k—1 (1

Koska osajonot suppenevat kohti eri lukuja, niin alkuperéinen jono ei suppe-
ne.

-5 1) — —1, kun k — oo (parittomat indeksit).

Esimerkki 2.35. Jono

1 -
—, n parillinen,
Tp=14n
n, n pariton
hajaantuu.
Perustelu: (x,) =1, %,3, i,5, %,7, ... Osajono (yg) = (wox) = (ﬁ) suppenee
ja osajono (yx) = (xar_1) = (2k —1) el ole rajoitettu, joten se hajaantuu. Siis
(x,,) hajaantuu.

Lause 2.36 (Bolzanon—Weierstrassin lause). Rajoitetulla jonolla on suppe-
neva 0sajono.

Todistus. Olkoon jono (x,) rajoitettu. Télloin on olemassa sellaiset m, M €
R, ettd m < x, < M kaikilla n = 1,2,... Merkitddn a; = m ja by = M.
Silloin

T, € [a1,b] kaikilan=1,2,...

Jaetaan vili [ay, b;] kahteen osaan keskipisteestaan

ai + by

C1 = .

2
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Télloin ainakin toinen véleisté [aq, ¢1], [c1, by] siséltdd ddrettomén monta jo-
non (x,,) alkiota, silld jos molemmat siséltéisivit vain dérellisen monta jonon
alkiota, niin koko jonossa olisi vain déarellisen monta alkiota.

(Huomaa, ettd {z, | n = 1,2,...} voi olla #édrellinen joukko, mutta sité
ei saa samaistaa jonoon (z,). Esimerkiksi jonon (z,) = 1,2,1,2,... alkiot
muodostavat joukon {z, |n=1,2,...} ={1,2}.)

Valitaan néista véli, jossa on ddrettomén monta jonon alkiota ja merkitain
sitd [ag, by]. Jatketaan néin. Olkoon

ay + by
2

Cr —

vélin [ag, b] keskipiste ja valitaan vileista [ax, cx], [cx, D] se, joka siséltaa
ddrettoméan monta jonon alkiota. Merkitddn valittua valid [ag 1, bgy1]-

Koska valit [ag, bg|, k = 1,2, ..., ovat sisdkkéisid suljettuja vélejé, niin sisik-
kéisten vilien periaatteen (lause 1.25) nojalla on olemassa sellainen zy € R,
etta

Xo € ﬂ [ak,bk].
k=1

Toisaalta, koska vélien [ag, by] pituus

bp_1 — ag_ by —a
bk—ak:%:'”: 12k_11 — 0, kun k£ — oo,
niin
o
([, bi] = {0}
k=1
Konstruoidaan sitten suppeneva osajono. Valitaan n; = 1, jolloin z,, €

[a1,b1]. Valitaan sitten luvut ng,; induktiivisesti niin, ettd ng.; > ny ja
Tpy., € |agy41,bp41]. Tdméa on mahdollista, silli jokainen vali [ajq1, brti]
sisdltdd aarettoméan monta jonon (z,) alkiota.

Nyt @, To € [ak, b, joten

by —ay
’l’nk—$0| Sbk—ak:W%O, kun £ — oo.
Siis
0= Jim
ja (z,,) kelpaa suppenevaksi osajonoksi. O]
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Huomautus 2.37. (1) Suppeneva osajono ei ole yksikésitteinen. Esimer-
kiksi Jonolla T, = (— )”, n = 1,2,... on suppenevat osajonot (xg) =
]_,]_,.. (ZL’Qk 1) = —1

(2) Bolzanon—Weierstrassin lause yleistdd monotonisen suppenemisen lau-
seen. Bolzanon—Weierstrassin lauseen nojalla erityisesti jokaisella rajoi-
tetulla monotonisella jonolla on suppeneva osajono ja monotonisuudesta
seuraa, etté alkuperdinenkin jono suppenee.

(3) Bolzanon—Weierstrassin lause voidaan todistaa my6s monotonisen sup-
penemisen lauseen avulla, silld jokaisella jonolla (ilman mitééin ehtojal)
on aina monotoninen osajono (harjoitustehtéva).

(4) Voidaan todistaa, ettd Bolzanon—Weierstrassin lause on yhtépitava tiy-
dellisyysaksiooman kanssa (harjoitustehtéva).

Esimerkki 2.38. Osoitetaan, ettéd jokaista a € [0, 1] kohti on olemassa sel-
lainen jonon

osajono, joka suppenee kohti lukua a.

Jonon (z,) alkiot ovat muotoa

m

——, missa k=1,2,...jam=1,2,...,k,
k+1

olevia rationaalilukuja. Ndmé& luvut on jérjestetty ryhmiin, joilla on sama
nimittdja £+ 1, kun £k = 1,2

Selvisti jono (z,) kiy lavitse (numeroi) kaikki vélin ]0, 1[ rationaalipisteet,
tolsin sanoen

{zn [n= ~p=Qn]o, 1.
Olkoon a € [0,1]. Haluttu, lukua a kohti suppeneva, osajono loytyy, kun
todistetaan seuraava viite: Jokaista k = 1,2, ... kohti on olemassa sellainen

T, € Q N0, 1[, ettd
1 .
|z, —al < z ja  mp > ng_q.
Todistus: Valitaan ny = 1, jolloin x,, = % ja
|z, —al < 1.
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Oletetaan sitten, ettd indeksit nqy < ny < -+ < my on valittu niin, ettd

1
|San—CL|<—,, ]:1,2,,]€
J

Vili

1 1
= N0

on epatyhjé, joten seurauksen 1.24 nojalla se sisdltdd ddarettoméan monta ra-
tionaalilukua. Siten on olemassa sellainen ny, 1 > ny, etta

1
|5L'nk+1 — CL| < kj——|—1

Néin jono (z,,) saadaan médriteltyd induktiivisesti. Jokaista & = 1,2,...
kohti on siis olemassa sellainen z,, , ettd

1
|z, —al < —.

k

Tasté seuraa, etti

lim z,, = a.
k—o0

Seuraavat kisitteet ovat térkeitd analyysin jatkokursseilla. Olkoon () ra-
joitettu jono, ts. on olemassa sellainen M > 0, ettd |x,| < M kaikilla n € N.

(i) Maaritelladan uusi jono (a,) asettamalla

a, = sup{xy | k > n} = sup zy.
k>n

Talloin

anp1 =sup{ag |k >n+ 1} = sup zx < a,
k>n+1

(jos A C B, niin sup A < sup B), joten jono (a,) on viheneva. Lisiksi

—M < x, <M kaikilla k&

= —M <a, =supzr < M kaikilla n
k>n

— a,| < M kaikilla n,

joten jono (a,) on rajoitettu. Lauseen 2.23 nojalla (a,) suppenee ja
lim a, = inf{a, | n =1,2,...}. Télle raja-arvolle (ns. limes superior)
kédytetddan merkintdd lim a, = lim supxp = limsup z,,.

n—oo =0 p>n n—00

32



(ii) Muodostetaan vastaavasti jono (b,), jolle b, = ]i1>1f g, n=1,2 ... Jono

(by) on kasvava ja kuten edelli nihdésn, etté |b,| < M kaikilla n. Siten
lauseen 2.23 nojalla (b,) suppenee ja

lim b, =sup{b, |n=1,2,...}.

Tille raja-arvolle (ns. limes inferior) kiaytetddn merkintdd lim b, =
n—oo

lim inf 2, = liminf z,,.
n—oo k>n n—00

Huomautus 2.39. Olkoon (z,) rajoitettu jono sekd U = limsup z,, ja L =

liminf z,,. Todistukset sivuuttaen mainitaan, etta t&lloin

n—0o0

(i) L<U,

(ii) on olemassa sellainen osajono (z,,), ettd lim z,, = U,
k—oo

(iii) on olemassa sellainen osajono (x,,), ettd lim z,, = L,
l—o00

(iv) Jono (z,) suppenee jos ja vain jos L = U.
Esimerkki 2.40. Merkitdan U = limsup x,, ja L = liminf x,,.

n—oo n—oo

(1) Olkoon z,, = (—=1)", n=1,2,... Télloin U = 1 ja L = —1. ja jono (z,)
hajaantuu (vertaa huomautuksen 2.39 kohtaan (iv)).

(2) Olkoon z, = 25, n=1,2,... Télléin U = L = 1, joten huomautuksen

2.39 kohdan (iv) mukaan myo6s lim x, = 1 (harjoitustehtiava).

n—oo

(3) Olkoon z,, = n(1+(—1)"),n =1,2,... Télléin L = 0 ja U ei ole olemassa
(harjoitustehtava).

2.4 Cauchyn jono

Maiiritelmé 2.41. Jonoa (x,) sanotaan Cauchyn jonoksi, jos jokaista e > 0
kohti on olemassa sellainen n. € Z, etta

|z, — ;| < € aina, kun n, m > n..
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Mddritelmdn tarkoitus: Kaikki jonon termit x, ovat mielivaltaisen ldhella
toisiaan, kun n on riittdvan suuri.

Huomautus 2.42. (1) Vaikka Cauchyn jonon mééritelmé néyttda melkein
samalta kuin jonon raja-arvon mééritelmé, siind on vain jonon termejé
eikd mahdollista raja-arvoa.

(2) Ehto voidaan kirjoittaa muodossa:
|2, — Tpyp| < € aina, kun n > n. jap € Z;.

Varoitus: Cauchyn ehtoa ei voi kirjoittaa seuraavasti: jokaista e > 0 kohti
on olemassa sellainen n. € 7., ettd

|z, — Tpi1| < € aina, kun n > n.

eli
lim (x, — x,41) = 0.

n—oo

Esimerkiksi kédy jono

1 1 .2 1 .2 _3

-, 2,2-,2=-,3,3-,3-,3—, ...

27 Y 37 37 ) 47 47 47

Silloin lim (z,, — x,4+1) = 0, mutta (z,) ei ole Cauchyn jono (jono (z,)

n—oo

ei myoskddn suppene).

(xn) =1,1

Esimerkki 2.43. Osoitetaan, ettd jono (z,), x, = =, n = 1,2, ..., on Cauc-
hyn jono.

Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. T&ll6in kolmioepayhtdlon nojalla

1 1] 1.1 ¢
S-S < =< o+

€
— =
n m/ ~n m 2 2

|Tn — | =

kun n, m > 2. Siten n. voidaan valita (esimerkiksi) pienimmiksi kokonais-
luvuksi, joka on suurempi kuin 2.

Esimerkki 2.44. Osoitetaan, ettd (z,), , = “2, n = 1,2,..., on Cauchyn

n

jono.

Olkoon & > 0 mielivaltainen. Téll6in kolmioepayhtélon nojalla

n+2 m+2 mn + 2m — (mn + 2n)
n m nm
2 e ¢

2
<y Z it
_n+m 2+2 &

2m — 2n
nm

|xn - xm‘ =

kun n, m > g. Siten n. voidaan valita (esimerkiksi) pienimméksi kokonais-
luvuksi, joka on suurempi kuin é.
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Esimerkki 2.45. Osoitetaan, ettd jono (x,), , = 1+ (=1)", n =1,2,...,
ei ole Cauchyn jono.

On siis osoitettava, ettd 16ytyy sellainen € > 0, ettéd jokaista N € N kohti on
olemassa sellaiset n, m > N, etti |z, — z,,| > €. Koska

|In - xn—l—l' = 27

niin edelld voidaan valita ¢ = 2 ja ndhd&én, ettd (z,) ei ole Cauchyn jono.
Huomaa, ettd kaksi peridkkéistd termié riittavat vastaesimerkkiin.

Lause 2.46 (Cauchyn suppenemiskriteeri). Reaalilukujono (z,,) suppenee jos
ja vain jos se on Cauchyn jono.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (x,) suppenee ja a = lim z,. Olkoon

n—~oo

¢ > 0 mielivaltainen. Téll6in on olemassa sellainen ne, ettd

€ -

|z, —al < = kaikilla n > ne.

2 2

Siten
e € o
Ty — | < |zp —a] + |la — x| < 5—1—525 kaikilla n, m > ne,

eli (x,,) on Cauchyn jono.

7<": Olkoon (z,) Cauchyn jono.

Osoitetaan ensin, ettd jono (z,,) on rajoitettu. Koska (z,,) on Cauchyn jono,
niin lukua € = 1 kohti on olemassa sellainen nq, ettéa

|ty — 2| < 1, kun n, m > ny
= |xn| <|on,| + |20 — 2oy | < |2n, | + 1, kun n > ny.

Lisdksi |z,| < max{|zi|,...,|Tn, 1|}, kun n < n,. Téten
|z, < max{|z1],..., |Tn 1], |20, | + 1} = M kaikillan =1,2,...
eli jono (z,) on rajoitettu.

Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause 2.36) nojalla jonolla (z,) on suppene-
va osajono (x,, ). Merkitdan

a= lim z,,
k—o0
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ja osoitetaan, ettd tdm&d on myos jonon (z,) raja-arvo. Kolmioepédyhtilon
nojalla

2, — a| < zn — 2, | + |20, —al.
jokaisella n, k € Z. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Koska (x,) on Cauchyn

jono, niin on olemassa sellainen n., etté

€ /
|zp — xp, | < o1 kun n, ng > n_.

Koska jono (z,,) suppenee, niin on olemassa sellainen n’”, etti
‘ _ | < E k > "
Ty, — 0 < 3, kun g 2 ng.

Valitaan kiinted ny > max{n., n”}. Silloin
£

]xn—a|<2

n g = ¢, kaikilla n > n,

elia = lim z,. ]

n—oo

Huomautus 2.47. (1) Todistuksesta ndhdédédn, ettd Cauchyn jono suppe-
nee jos ja vain jos silld on yksikin suppeneva osajono. Sama ominaisuus
pétee monotonisille rajoitetuille jonoille, mutta ei mielivaltaisille (rajoi-
tetuille) jonoille.

(2) Cauchyn suppenemiskriteeri on yhtépitava tdydellisyysaksiooman kanssa
(harjoitustehtava).

(3) Lauseen 2.46 mukaan reaalilukujonon raja-arvoa ei tarvitse tietdd, kun
osoitetaan, ettd jono suppenee. Pelkkien jonon alkioiden tarkastelu riit-
taa.

"1
Esimerkki 2.48. Osoitetaan, ettd jono (s,), s, = Z = 1,2,..., sup-
k=1

penee eli raja-arvo

on olemassa.
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Tehdééin tdmé osoittamalla, ettd (s,) on Cauchyn jono. Olkoon £ > 0. Jos
m > n, niin

G| “ 1

k=n+1 k=n+1

" k+1—k - 1 1
=2 k(k—1) 2 (k:—l_E>

k=n-+1 k=n+1
B 1_ 1 L 1 _ 1 L n 1 _1
“\n n+1 n+1 n+2 m—1 m
1 1 1

1
=———<—<¢g kunn>-.
n m n €

Jos m > m, niin vaihtamalla edelld lukujen n ja m roolit ndhdaén, ettéa
1 1
|Sp — S| < — <&, kunm > —.
m €
Tasta seuraa, etti
o 1
|$n — sm| < & kaikilla n, m > —,
€

joten (s,) on Cauchyn jono ja se suppenee Cauchyn kriteerin nojalla. On

mahdollista todistaa, etté
2

) T
lim s, = —.
n—oo 6

Esimerkki 2.49. Osoitetaan, ettd jono (s,), s, =

jaantuu. Nyt

| | N 1 . +1 o1 1
Sop —Sp|=——+——=+ -+ —2>2nNn—=—.
2 n+1 ' n4+2 omn om 2

Valitaan € = % Talloin jokaista N € N kohti on olemassa sellaiset n > N ja

m =2n > N, etta
1
|52n_5n| Zézsa

joten (s,) ei ole Cauchyn jono eiki siten suppene.

Esimerkki 2.50. Osoitetaan, ettd jono (s,),

- 1 1 1 1 1 1
"= S [ U e e g, S Bl
s g} s 5737175 =D
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o0
suppenee, toisin sanoen ettéd lim s, = Y (—1)F'+ on olemassa.

Tehdéén tdmé osoittamalla, ettd (s,) on Cauchyn jono. Olkoon £ > 0. Ol-
koon aluksi m > n ja osoitetaan, ettd |s,, — s,| < %H kaikillan = 1,2, ...
Tarkastelu on paras jakaa kahteen osaan sen mukaan, onko m — n parillinen
val pariton:

1. Jos m = n+ 2p (eli m — n on parillinen luonnollinen luku), niin

n+2p 1
5 = al = Iswizp = sal = | D (-1 1]
k=n-+1
1 1 1 1
:‘ — ..._|_—__
n+1 n-+2 m—1 m
1 1 1 1
n+1 n-+2 m—1 m
! 1 1 1 1 1
T on+1 n+2 n+3 m—-2 m-1 m
1
< kaikillan =1,2,...
n —+

2. Josm =n+2p+1 (eli m — n on pariton luonnollinen luku), niin

n+2p+1 1
‘Sm - Sn’ = ‘3n+2p+1 — STL’ = ‘ Z (_1)k+1E‘
k=n+1
_‘ 1 1 n n 1 1 N 1‘

B 1 1 1 1 1
Con+1 n+2 n-+3 m—1 m

kaikillan =1,2,...

Néiden kahden kohdan nojalla

1 1 1
|Sm — Sp| < —— < — <eg, kunn> -,
n+1 n €
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Jos toisaalta n > m, niin vaihtamalla edelld lukujen n ja m roolit ndhdé&én,

etta
1

|Sn — Sm| <

Tasté seuraa, etti

|sn — Sm| <&, kunn,m > o

joten (s,) on Cauchyn jono ja suppenee Cauchyn kriteerin nojalla.

Lisétieto: Jonon (s,) raja-arvo on ns. alternoiva harmoninen sarja, johon

palataan myohemmin sarjoja tarkastelevassa luvussa. Voidaan osoittaa, etté

tdméa raja-arvo on

- 1
—1)F - =1n2.

>y

1

Huomautus 2.51. (1) Kurssilla Analyysi III tutkitaan taydellisid avaruuk-
sia, jotka médritelménsa nojalla ovat sellaisia, ettd jokainen Cauchyn jo-
no suppenee.

(2) Reaaliluvut voidaan konstruoida kayttdmalld rationaalilukujen Cauchyn
jonoja: Olkoot (x,), (y,) Cauchyn jonoja, missi z,, y, € Q,n=1,2,...
Maaritelladn ekvivalenssirelaatio ~ Cauchyn jonoille asettamalla

(Tn) ~ (yn) = lim (z, —yn) = 0.

n—oo

Reaaliluvut voidaan nyt mééritelld tdmén ekvivalenssin ekvivalenssiluok-
kina.
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3 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

3.1 Peruskasitteita

Kerrataan aluksi peruskésitteitd kurssista PM 1. Funktio f: A — B on sédén-
to, joka liittdd jokaiseen mddritysjoukon eli lihtdjoukon A = Dy alkioon x
yksikésitteisesti jonkin maalijoukon B alkion y, merkitdian y = f(x). Joukko

Ry={yeBly=[f(z), v €A}

on funktion f kuva- eli arvojoukko. Tata merkitddn usein myos f(A). Funk-
tiota f: A — B sanotaan

(1) surjektioksi, jos Ry = B,
(2) ingektioksi, jos on voimassa ehto

Ty # 29 = f(21) # f(22),

(3) bijektioksi, jos se on injektio ja surjektio.

Injektion ehdon voi ilmaista my6s muodossa
f(ZL‘l) = f(ZEQ) — I1 = I9.

Esimerkki 3.1. Olkoon f: A — B, f(x) = 22

(1) Jos A=B=Reli f: R — R, niin f ei ole injektio (f(—x) = f(z)) eikd
surjektio (—1 ¢ Ry)).

(2) JsA=RjaB={ze€R|z>0}eli f: R— {z € R |z >0}, nin f
on surjektio, mutta ei ole injektio.

(3) JosA=B={zeR|xz>0}elif: {freR|z>0} - {xeR|z>0},
niin f on surjektio ja injektio (f(z1) = f(z2) = 2? =25 = 11 = To,
silld z1, 5 > 0), joten f on bijektio.

Huomautus 3.2. Ellei toisin mainita, niin télla kurssilla kdytetddn seuraa-
vaa sopimusta: Kun funktio f on annettu lausekkeena, niin sen mééritys-
joukko D¢ on laajin mahdollinen reaalilukujen osajoukko, jossa lauseke on

mielekéis. Esimerkiksi funktion f(z) = 5 + %% maaritysjoukko on

Di={zxeR|z>-b5jax#3}.
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Olkoon E perusjoukko ja A, B C E. Talloin

(i) A ={z e E|z ¢ A} on joukon A komplementti,

(i) AUB ={x € E | x € Ataiz € B} on joukkojen A ja B unioni eli
yhdiste,

(ii) ANB={x € F |z € Ajax € B} on joukkojen A ja B leikkaus,

(iv) AA\B ={x € E |z € Ajax ¢ B} on joukkojen A ja B (joukko-
opillinen) erotus.

Unionille, leikkaukselle ja komplementille pateviat De Morganin lait:

(AuB)t = AN B°,
(AnB)t = APu BE,

Néiden todistus jéatetdédn harjoitustehtavéksi.

Maiéritelmé 3.3. Pisteen xy € R (e-sdteiseksi) ympdristoksi sanotaan valia
|zo — €, 20 + €[ (ts. siinéd ovat ne x € R, joiden etéisyys pisteestd xy on (ai-
dosti) pienempi kuin ¢). Joukkoa A C R sanotaan avoimeksi, jos jokaisella
joukon A pisteelld on ymparisto, joka siséltyy joukkoon A. Joukkoa A C R
sanotaan suljetuksi, jos sen komplementti

AA—R\A={zcR|z¢A}
on avoin.

Esimerkki 3.4. Vili |0, 1] on avoin joukko. Vali A = [0, 2] on suljettu, silla
A = {z € R |z < 0tai z > 2} on avoin. Jokainen drellinen pistejoukko
A ={x1,29,...,2,} on suljettu. Erityisesti yksié {z1} on suljettu.

Reaalilukujen joukko R seké tyhji joukko () ovat sekéd avoimia ettéd suljettuja
(ndmé ovat ainoat joukon R osajoukot, joilla on tdmé ominaisuus).

Maaritelma 3.5. Pistettd zyp € R sanotaan joukon A C R kasautumispis-
teeksi, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen piste x € A, ettd x # x,
ja

|z — x| < e.

Magdritelmdn tarkoitus: xo on joukon A C R kasautumispiste, jos jokainen
pisteen xy ymparisto |zg — €, xy + ¢[ sisdltdé joukon A pisteen, joka ei ole x.
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Esimerkki 3.6. (1) Joukon |0, 1] kasautumispisteiden joukko on [0, 1].
2) Joukon ]0, 1[ U {2} kasautumispisteiden joukko on [0, 1].

3) Joukolla {0, 1} ei ole kasautumispisteita.

4) Joukon {+ | n =1,2,...} kasautumispisteiden joukko on {0}.

(2)
(3)
(4)
(5)

5) Joukon @ N[0, 1] kasautumispisteiden joukko on [0, 1].

Varoitus: Kasautumispiste ei valttamatta kuulu joukkoon.

Lause 3.7. Piste xg € R on joukon A C R kasautumispiste jos ja vain jos
on olemassa sellainen jono (x,), etti x, € A, x, # xo katkillan = 1,2, ...

ja
lim z,, = 9.

n—oo

Todistus. ”=-": Olkoon zy € R joukon A kasautumispiste. Talloin jokaista
n =1,2,... kohti on olemassa sellainen z,, € A, z, # x, ettd

1
|z, — 20| < —.
n

Jonolle (x,,) pétee nyt lim z,, = .

7<": Oletetaan, ettd x,, € A, x, # x¢ kaikillan =1,2,... ja lim z, = x

n—oo

= Ve > 03 n, siten, ettd |z, —xo| < ¢, kun n > n,
— Ve >0 pitee x,. € A, x,. # xoja|r, — x| <e

=—> 1 on joukon A kasautumispiste.

]

Suljettua joukkoa voidaan luonnehtia myos seuraavalla tavalla (tulosta ei
todisteta talla kurssilla).

Seuraus 3.8. Joukko A C R on suljettu jos ja vain jos A sisdltid kaikkien
suppenevien jonojensa raja-alkiot.

Huomautus 3.9. (1) Topologiassa seuraus 3.8 on my6s suljetun joukon
méadaritelma.

(2) Lauseen 3.7 nojalla seuraus 3.8 saadaan seuraavaan muotoon: Joukko
A C R on suljettu jos ja vain jos A siséltad kaikki kasautumispisteensi.
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3.2 Funktion raja-arvo

Maéritelma 3.10. Olkoon A C R, f: A — R funktio ja zy € R joukon
A kasautumispiste. Lukua a € R sanotaan funktion f raja-arvoksi pisteessi
xg, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

|f(z) —a] <e aina, kun 0 < |z —z¢| < 0 jaz € A.
Talloin merkitdén f(x) — a, kun x — o, tai

lim f(z) = a.
T—T0
Huomautus 3.11. (1) Ma&éritelméssa d riippuu vain luvusta € ja pisteesté
xo.

(2) Raja-arvo on lokaali ominaisuus: vain se, mitd tapahtuu pisteen z, mie-
livaltaisen pienessd ympéristossa vaikuttaa funktion f raja-arvoon pis-
teessa xg.

(3) Funktion ei tarvitse olla mééritelty pisteessd xy ja vaikka se olisikin
médritelty, niin sen arvo pisteessd x( ei vaikuta raja-arvoon. Tamé on
tarkedd myos derivaatan mééritelméssa (ks. PM I): f: R — R on deri-
voituva pisteessa zo € R, jos

lim f(x) — f(xo)
T—0 T — g

on olemassa. Huomaa, ettd erotusosamaiérid ei ole maaritelty pisteessé
Tr = Xyp.

(4) Jos raja-arvo on olemassa, se on yksikésitteinen (todistus harjoituksena).

Esimerkki 3.12. Olkoon f: R — R, f(z) = bz + 1. Osoitetaan, ettd
lin% f(z) =11.

Olkoon € > 0. Tutkitaan, miten § > 0 on valittava, jotta |f(x) — 11| < ¢,
kun 0 < |z — 2| <. Nyt

|f(x) = 11| = |5z + 1 — 11| = |bx — 10| = 5|z — 2| < ¢,

kun 0 < |z — 2| < £, joten voidaan valita § = £. Téten lir%f(x) = 11.

Esimerkiksi | f(z) — 11| < == =, kun 0 < |z — 2| <

1
1000 5000 °
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Esimerkki 3.13. Olkoon f: R\{0} — R, f(z) = % Osoitetaan, etté
lin% f(z) = 0 (vaikka funktiota f ei ole mééritelty pisteessd x = 0).

Olkoon € > 0. T4lloin

1:2

——O‘ = |z| <e,
|z

|f(x) = 0] =

kun 0 < |z — 0] < ¢, joten voidaan valita § = ¢ méaritelméssé 3.10.

Esimerkki 3.14. Olkoon f: R — R, f(z) = 2? ja 2y € R mielivaltainen.
Osoitetaan, ettd lim f(x) = xj.

a—xo
Olkoon £ > 0 mielivaltainen ja xq € R. Selvésti
|f (@) — x5l = |2* — x5] = & — @0l |2 + @]
Jos |z — x| < 1, niin
|z + x| < |x — 0] + 2|20] < 2|70| + 1.
Téasta seuraa, etté
2% — @] < (2]zo| + Dz — 2ol <¢,

kun
|z — x| < S ja |r—xo| < L.

Valitaan 6 = min{ , jolloin

£
1
’2|I0|+1}
|f(z) = f(zo)] <& kun 0 < |z — x| < 4.

niin |f(z) — 4| < o, kun 0 < |z — 2| <

Jos esimerkiksi zp = 2 ja e = 000

1
5000 -

1
1000°

Lause 3.15 (funktion raja-arvon jonokarakterisaatio). Jos f: A — R, z¢ on
joukon A kasautumispiste ja a € R, niin seuraavat vditteet ovat yhtdipitdvia:

i) Tim f(z) = a,
T—T0

(11) Jokaiselle jonolle (x,), jolle x, € A, x, # xo katkilla n = 1,2,... ja
lim x, = g, pdtee

n—oo

lim f(z,) = a.

n—oo
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Todistus. " (i)=(ii)”: Olkoon lim f(z) = a. Olkoot liséksi x, € A, x, # x¢

T—T0

kaikilla n = 1,2,... ja lim z,, = zy. Osoitetaan, ettd lim f(x,) = a.

n—oo

Olkoon € > 0. Koska lim f(x) = a, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

Tr—T0
|f(z) —a] <e aina, kun 0 < |z —z¢| < 0 jaz € A.

Koska lim z,, = zy, niin on olemassa sellainen ng, etta

n—oo

0 < |z, — x| <0, kunn >ns (oletetuksen mukaan z, # xg).

Siten
|f(zn) — a|] <e, kaikilla n > ng,

joten lim f(z,) = a.
7(ii)=(i)”: Tehd&dn vastaoletus: (i) ei toteudu eli on olemassa sellainen € > 0,
ettd jokaista & > 0 kohti on olemassa = € A, jolle

O0<|z—m0] <d ja |f(z)—a|l>e.

Valitaan 9, = —, n = 1,2,... Talloin jokaista n € Z, kohti on olemassa

n
sellainen x,, € A, ettd
I .
0< |z, —x0| < ~ Ja |f(x,) —al > e.

Téten lim z,, = xg, mutta jono (f(z,)) ei suppene kohti lukua a. Td&mé on

n—oo

ristiriita. O

Esimerkki 3.16. Osoitetaan, ettd funktiolla f: R — IR,

1, x>0,
flz) =40, x =0,
-1, x < 0.

ei ole raja-arvoa pisteessa 0.

Olkoot @, = =%, y,, = £, n=1,2,... Silloin

n’

lim x, = lim y, = 0,

n—oo n—oo

mutta
lim f(x,)= lim —1=-1 ja lim f(y,) = lim 1 =1.

Lauseen 3.15 nojalla lir% f(z) ei ole olemassa.
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1
Esimerkki 3.17. Osoitetaan, ettd funktiolla f: ]0,00] — R, f(z) = — ei
T

ole raja-arvoa pisteessé 0.
Olkoon z, = %, n=12,...

Silloin
lim x, =0,

mutta jono (f(x,)) = (n) hajaantuu. Lauseen 3.15 nojalla lin%) f(z) el ole

olemassa.

1
Esimerkki 3.18. Osoitetaan, ettd funktiolla f: R\ {0} — R, f(z) = sin —
T

ei ole raja-arvoa pisteessa 0.

1 1

Olkoot =, = —, vy, = —,n=1,2,... Silloin

2mn 2mn + -

2
lim x, = lim y, =0,
mutta
lim f(z,) = lim sin(2rn) = lim 0 =0

ja

lim f(y,) = lim sin<27m + g) = lim sing =1

Lauseen 3.15 nojalla lir% f(z) ei ole olemassa.

Edelliset esimerkit (joissa raja-arvoa ei ole olemassa) voidaan todistaa myos
muodollisesti raja-arvon mééritelmén 3.10 avulla tekeméilld vastaoletus ja
johtamalla ristiriita.

3.3 Funktion jatkuvuus

Maéritelma 3.19. Olkoon A C R, f: A — R ja z¢ € A. Funktiota f sa-
notaan jatkuvaksi pisteessa xq, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen
0 > 0, ettd

|f(x) — f(xo)| <e, kun |z —z¢| <djaze A

Funktiota f sanotaan jatkuvaksi joukossa A, jos se on jatkuva joukon A
jokaisessa pisteessi. Jos funktio ei ole jatkuva, sitd sanotaan epéjatkuvaksi.
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Huomautus 3.20. (1) Kuten raja-arvo, myos jatkuvuus on lokaali ominai-

(2)

suus: vain se, mitd tapahtuu pisteen xy mielivaltaisen pienessid ympéris-
tossa vaikuttaa funktion f jatkuvuuteen pisteessé zg.

Jos f ei ole médritelty pisteessd xg, niin ei ole mielekésta tutkia funktion
f jatkuvuutta pisteessa .

Esimerkki 3.21. (1) Olkoon f: R\ {1} — R, f(z) = 2. Usein funktion

(2)

f sanotaan olevan epéjatkuva pisteessé 1, vaikka sitéd ei ole madritelty
pisteessé 1.

Olkoon g: R\ {0} — R, g(x) = <. Usein funktion g sanotaan ole-
van epajatkuva pisteessd 0, vaikka sitd ei ole mééritelty nollassa. (Jos
funktiolle méairitelliin arvo nollassa, niin saatu funktio on viistaméatta
epéjatkuva joukossa R.)

sin

Olkoon h: |-Z,Z[ — R, h(z) = tanz =

R

. Funktio h on jatkuva
CoS T

vélilla }—%, o [ Jatketaan h jaksollisesti joukkoon
A:{xelR|x7ég+k7r,keZ}

asettamalla h(z+m) = h(z). Nyt h : A — R on jatkuva (eiké epajatkuva,
kuten saattaisi luulla).

Esimerkki 3.22. Osoitetaan, ettd funktio f: 0,00 — R, f(z) = % on
jatkuva vélilld |0, col.

Olkoon zy > 0 kiinted ja € > 0. Olkoon liséksi x > 0. Selvasti

) - Sl = |5 = | -

Zo

|z — 2] 1

|z — xo].

lzwo| g

1 1
Jos |x — x| < %0, niin z > %0 ja edelleen

1 2

rry X3

Tasté seuraa, etti

2 1
|f(z) — f(xo)] < F|x—:c0|, kun |z — x| < 5%o-
0

Toisaalta

L,
x—g|x —xo| <e, kun |z — x| < %0¢
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Valitaan 0 = min {1z, 323¢}, jolloin
|f(z) — f(zo)] <e, kun |z —zo| <0.
Siten f on jatkuva pisteessé zg.

Lause 3.23 (jatkuvuuden jonokarakterisaatio). Funktio f: A — R on jat-
kuva pisteessd xo € A jos ja vain jos

lim f(zn) = f(2o0)

kaikilla jonoilla (x,,), joille pditee x, € A, n=1,2,... ja lim x, = x.
Todistus. Kuten lause 3.15 raja-arvolle. [

Huomautus 3.24. (1) Lauseen 3.23 viitteessd on pienid eroja vastaavaan
lauseeseen 3.15 verrattuna: lukujonon (z,) termi voi olla myos zo eiké
pisteen z tarvitse olla kasautumispiste.

(2) Lauseen ehto voidaan myos kirjoittaa muodossa:

lim f(z) = f(zo),

T—T0

jolloin yhtdlon vasemman puolen téytyy olla olemassa ja oikean puolen
taytyy olla madritelty. Téaméa on kurssilla PM I esiintynyt mééritelma
jatkuvuudelle.

3) Jos xp € A ei ole joukon A kasautumispiste, niin on olemassa sellainen
J
e > 0, ettéd
lzo —e,z0+e[MNA={xo}.

Téllaisissa, ns. eristetyissé, pisteissd f on automaattisesti jatkuva méa-
ritelmén 3.19 nojalla.

Esimerkki 3.25. Esimerkkeji erityyppisista epéjatkuvuuksista:

(1) hyppaysepédjatkuvuus pisteessé 0:

(@) = {1’ e

-1, x < 0;
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(2) karkaaminen darettomyyteen pisteessi 0:

1 0
f(@)= {5’ e

(3) heilahteluepéjatkuvuus pisteessé 0:

B Sin%, x #0,
f(x)_{o, ©=0.

Esimerkki 3.26. Osoitetaan, etté funktio

)1 r e,
f(x){o, reR\Q.

on epédjatkuva jokaisessa pisteessd xg € R.

Jaetaan tarkastelu kahteen osaa sen mukaan, onko x( rationaalinen vai irra-
tionaalinen.

(1) Olkoon ensin zy € Q. Koska irrationaaliluvut ovat tiheéssé joukossa R,
niin on olemassa jono z,, € R\ Q, n=1,2,..., jolle pétee

lim z,, = xg.
Silloin
lim f(z,) = lim 0=0%# 1= f(x),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteessé x( lauseen 3.23 nojalla.

(2) Olkoon seuraavaksi zp € R\ Q. Koska rationaaliluvut ovat tiheéssé
joukossa R, niin on olemassa jono z, € Q, n=1,2,..., jolle pétee

lim z, = zg.

n—oo

Silloin

lim f(z,) = lim 1 =1 0= f(zo),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteessé x( lauseen 3.23 nojalla.
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Esimerkki 3.27. Osoitetaan, etté funktio

1
1, xr=— jollakin k=1,2,...,
fz) = k
0 muulloin.
: 11 . .
on epajatkuva joukossa F = {0, 1, 3130 } ja jatkuva joukossa R\ F.

Jos g € R\ E, niin on olemassa sellainen r > 0, ettéd
|lzog — ry o +r[NE = 0.

Nyt f(x) =0 kaikilla x € Jzq — 7, 2o + 7[, joten vakiofunktiona f on jatkuva
pisteessé xg.

1
Jos xg € FE, niin on kaksi vaihtoehtoa: joko zqg = 0 tai zy = z jollakin
k=1,2,...
. N 1 _
Oletetaan ensin, ettd xg = 0. Olkoon x, = —, n =1,2,... Silloin
n

lim z, =0

ja

lim f(z,) = lim 1 =1 0= f(0),

n—oo

joten f ei ole jatkuva pisteessé 0.

| =
_I_
S

1
Oletetaan sitten, ettd xo = z jollakin £ = 1,2,... Olkoon x, =
n=1,2,... Silloin

Jim =
ja
i f(e) =021 (3 ) = flao)
joten f ei ole jatkuva pisteessd xg = %

Esimerkki 3.28 (varsin patologinen tapaus). Olkoon f: ]0,1[ — R,

(@) %7 jos x =" n >0, syt(n,m) =1 (supistettu muoto),
X =
0, josze0,1[\ Q.
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Seuraavassa on muutamia funktion f arvoja:
)= 10=0)=i(5)-
\/_
(5)-0 1()-7
Liséiksi jos f(Z) = &, niin f(1 —2) = f(2=2) =

ISR

Huomaa, etté jos n € Z,, niin lukuja z € ]0,1[, joille f(z) > <, on vain

ddrellinen médrd. Néin on, silld jos f(z) > 1, niin
11
T = ]—), missid — > —.
q qa n
Téasté seuraa, ettd ¢ < n ja p < n — 1, joten lukuja 0 < z < 1, joille pétee
f(xz) > L on korkeintaan n(n — 1) kappaletta.

Osoitetaan, ettd tdmé ns. Dirichlet’n funktio f on jatkuva jokaisessa irra-
tionaalipisteessé ja epdjatkuva jokaisessa rationaalipisteessd. Viite saadaan,
kun todistetaan, etté

lim f(x) =0 kaikilla zo € ]0, 1[.

T—T0

Olkoon ¢ > 0. Silloin on olemassa sellainen n, etta

1
— <&
n

Koska f(z) > % vain #érellisen monella (korkeintaan n(n — 1)) muuttujan

x arvolla, niin on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd |zg — 0, x¢ + 0| ei sisélla
pisteitd = € |0, 1[N Q, x # xo, joille f(z) > % Tasté seuraa, etté

1
]f(a:)—0|:f(a:)<ﬁ<s, kun 0 < |z — 29| < 6,

silla téllaisille z joko f(z) = 0 tai f(z) = = Jollakm q > n. Siten lim f(z) =0

T—T0

kaikilla zo € ]0,1[. Néin ollen f on jatkuva tasmélleen niissé pisteissd x,
joissa f(xzg) = 0.

Voidaan todistaa, etté ei ole olemassa funktiota, joka olisi jatkuva jokaises-
sa rationaalipisteessd ja epéjatkuva jokaisessa irrationaalipisteessa. Téata ei
todisteta talld kurssilla. Seuraavassa on lueteltu muutamia jatkuvien funk-
tioiden perusominaisuuksia.
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(1)

Alkeisfunktiot ovat jatkuvia madrittelyjoukossaan. Alkeisfunktioita ovat
polynomit, rationaali-, eksponentti-, logaritmi-, potenssi-, trigonometri-
set ja ns. algebralliset funktiot seké néista addrellisellda magralla funktioi-
den peruslaskutoimituksia, kddntamisia ja yhdistdmisia saadut funktiot.

Alkeisfunktioita ovat siis esimerkiksi 72 — 3, Z=L e, logy(dx + 1), zV2,

cos(3z), |z| ja msin(w\/—%)-

Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessd g, niin myos funktiot

fEg, ¢f (ER). fg. §<g<xo>¢0>, £,
min{f.g}, max{f,g)

ovat jatkuvia pisteessi xg.
Jos f on jatkuva pisteessi x ja g on jatkuva pisteessd f(zg), niin yhdis-
tetty funktio g o f on jatkuva pisteessé zg.

Esimerkiksi funktio f(z) = 1 on jatkuva pisteessi zo # 0 ja funktio
g(x) = sinx on jatkuva pisteessi f(xq) = %, joten funktio (g o f)(z) =
sin% on jatkuva pisteessi xg # 0.

Suppiloperiaate funktioille: Jos f, g, h: A — R ovat sellaisia funktioita,
ettd f ja g ovat jatkuvia pisteessd xo € A,

f(z) < h(x) < g(z) kaikillaz € A
ja
f(xo) = h(zo) = g(20),

niin myo6s h on jatkuva pisteessi xg. Tama tulos seuraa suoraan lauseista
2.17 ja 3.23.

Maaritelma 3.29. Funktiota f: A — R sanotaan rajoitetuksi, jos sen ku-
vajoukko

Ry=f(A)={yeR|y= f(x) jollakin z € A}

on rajoitettu eli on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd

1f(x)] < M kaikilla z € A.

Lause 3.30. Suljetulla ja rajoitetulla valilli [a, b] madritelty jatkuva funktio

f:

la,b] — R on rajoitettu.
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Todistus. Tehddén vastaoletus: f ei ole rajoitettu. Télloin jokaista n € 7,
kohti on olemassa sellainen z,, € [a, ], etti

| (n)| > n.

Koska z,, € [a, b] kaikillan = 1,2, ..., niin jono (z,) on rajoitettu. Bolzanon—
Weierstrassin lauseen nojalla silld on suppeneva osajono (z,, ), eli

lim z,, = x

k—oo

jollakin zy € R. Koska a < z,, < b kaikilla & = 1,2,..., niin epédyhtdlén
sailymisen periaatteen nojalla a < xo < b, ts. xg € [a, b] (téssd on olennaista,
ettd vali on suljettu).

Edelleen, koska

klim T, = To, o € [a,b] ja f on jatkuva valilld [a,b],

niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla

lim f(2,,) = /(o).

k—o0
Téstd seuraa, ettd (f(z,,)) on suppenevana jonona rajoitettu. TAmé& on ris-
tiriita, silld
|f(zn )] >, k=1,2,...,
missi n, — 0o, kun k — oo. O
Huomautus 3.31. Edellisesséd lauseessa on olennaista, ettd vili on suljet-

tu: funktio f: ]0,1[ — R, f(z) = 1 on jatkuva vélilld ]0, 1, mutta ei ole
rajoitettu. Toisaalta on olennaista, ettd funktio on jatkuva: funktio

0.0 - R, f(a:):{%’ et

ei ole rajoitettu suljetulla valilla [0, 1].

Kertaus: Funktio f: A — R saavuttaa suurimman arvonsa joukossa A C R,
jos max f(A) on olemassa eli on olemassa sellainen xy € A, etté

f(z) < f(xo) kaikilla z € A.
Silloin
f(wo) = max f(z) = sup f(x).

z€EA
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Vastaavasti f saavuttaa pienimmén arvonsa joukossa A, jos min f(A) on
olemassa eli on olemassa sellainen zy € A, etti

f(x) > f(xo) kaikilla z € A.

Silloin

f(0) = min f(x) = inf f(a)

€A €A
Lause 3.32 (Weierstrassin max-min-lause). Suljetulla ja rajoitetulla vdlill
[a,b] mddritelty jatkuva funktio f: [a,b] — R saavuttaa suurimman ja pie-
nIMMAan arvonsa.

Todistus. Lauseen 3.30 nojalla funktio f on rajoitettu. Téaydellisyysaksioo-
man nojalla

sup f(x)=M e R

z€(a,b]

on olemassa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa sellainen xy € [a, b],
ettd f(zo) = M (jolloin M = max f(x)).

z€la,b]

Lauseen 1.17 nojalla jokaista n € 7, kohti on olemassa sellainen z,, € [a, b,
etta

M—%<f(xn)§M.

Koska a <z, < bkaikillan = 1,2,..., niin (x,) on rajoitettu jono. Bolzanon—
Weierstrassin lauseen nojalla talld on suppeneva osajono (z,, ), joten raja-
arvo

lim z,, =29 € R

k—o0

on olemassa. Koska a < z,, < b kaikilla £ = 1,2,..., niin epédyhtdlon
sailymisen periaatteen nojalla a < zy < b, joten zy € [a,b] (tdssd on olen-
naista, ettd vali on suljettu, vrt. lauseen 3.30 todistukseen). Koska

1
M—— < f(zn) <M kaikilla k=1,2,...,
ny

niin suppiloperiaatteen nojalla
dm S (@) = M.
Koska f jatkuva pisteessi xg, niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla
f(xo) = ]}1_{{)10 f(xnk:) =M.

Minimié koskeva viite todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtavi). [
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Huomautus 3.33. Edellisessé lauseessa on olennaista, ettéd vali on suljettu:
funktio f: ]0,1] — R, f(x) = x on jatkuva, mutta ei saavuta suurinta eiké
pienintd arvoa vélilld ]0, 1[. Huomaa, etta

inf f(z)=0 ja sup f(z)=1,

z€]0,1[ z€]0,1]
mutta minimiéa tai maksimia ei ole olemassa.

On my®s olennaista, etté vili on rajoitettu: funktio f: [1,00[ — R, f(z) = 2
on jatkuva, mutta ei saavuta pienintéd arvoa vélilla [1, co[. Huomaa, etta

inf =0
xelg,m[f (v)

Lause 3.34. Oletetaan, etti f: [a,b] — R on jatkuva. Jos f(a) < 0 < f(b)
tai f(a) > 0> f(b), niin on olemassa sellainen o € |a,b[, etti f(xg) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd f(a) < 0 < f(b) (tapauksen f(a) > 0 > f(b) voi
tamén jalkeen hoitaa tarkastelemalla funktiota ¢ = —f, joka on jatkuva ja
jolle g(a) < 0 < g(b)).

Viitteen voi todistaa kahdella eri tavalla: kayttamalla taydellisyysaksioomaa
suoraan tai jonojen ja suljettujen vélien periaatteen avulla. Olkoon

A={x€la,b]| f(z) <0}.

Koska a € A, niin A # (). Lisiksi A C [a,b] on (ylhdiltd) rajoitettu, joten
xo = sup A on olemassa. Osoitetaan, ettd f(xq) = 0.

Jos f(xzp) < 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd f(z) < 0 kaikilla
|z — 2| < & (ks. harjoituksen 6 tehtivd 2). Erityisesti f(zo + 2) < 0, ts.
o + g € A eiké xg ole joukon A ylaraja.

Jos f(zp) > 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd f(x) > 0 kaikilla

|z — xo| < . Lisiksi o on joukon A yldraja, joten = ¢ A kaikilla z €
|zg — 0,b]. Talloin kuitenkin xg — % on joukon A yliaraja eikd x, voi olla

pienin yldraja. Néin ollen on oltava f(zg) = 0.

Toinen tapa todistaa viite on kédyttda jonoja ja aiemmasta tuttua puolitus-
menetelmid. Olkoon I; = [aq, by], missé a; = a ja by = b ja sen keskipiste

CL1+b1
Ccl = .

2
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Jos f(c1) = 0, niin haettu piste on 16ydetty ja zo = ¢;.

Jos f(e1) # 0, niin joko f(e1) > 0 tai f(c1) < 0. Jos f(c1) > 0, niin vali-
taan as = ap ja by = ¢1. Jos f(c;) < 0, niin valitaan ay = ¢; ja by = b;.
Kummassakin tapauksessa siis Is = [ag, bo] C 17 ja f(a2) < 0 < f(bs).

Jatketaan néin: jos vélit I, Is, ..., I, on valittu kuten edell ja

an + b,
2

Cp —

on valin I, = [a,, b,] keskipiste, niin valitaan vali I,,11 = [ans1,bns1] C I,
siksi vélin I, = [a,, b,] puolikkaaksi, jolle f(an11) <0 < f(byi1).

Jos f(c,) = 0 jollakin n € Z, niin valitaan xy = ¢, ja viite on todistettu.

Jos valintaprosessi ei pysiahdy vaan f(c,) # 0 kaikilla n € 7, niin saamme
jonon sisikkaisid suljettuja véaleja I,, = [ay, by], joille pétee

[12[22[32---7 f(an><0<f(bn)7 n:1727"'

Suljettujen vilien periaatteen nojalla on olemassa

To € m I,.
n=1

Vilien pituudet

b—a

b, —a, = ST — 0, kun n — oc.

Koska a, < xy < b, kaikillan = 1,2, ..., niin

b—a . b—a

0<zg—a, <b,—a, = S ja 0<b,—290<b,—a, = 1

Téssa Qb,:ll — 0, kun n — o0, joten suppiloperiaatteen nojalla

lim a, = x¢9 = lim b,.

n—oo n—oo

Koska f on jatkuva pisteessi xg, niin jatkuvuuden jonokarakteriaation nojalla

lim f(a,) = f(zo) = lim f(bn).

n—oo n—oo
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Koska f(a,) < 0 kaikilla n = 1,2, ..., niin epdyhtélon sdilymisen periaatteen
nojalla
f(zo) = lim f(a,) <0.

n—oo

Toisaalta f(b,) > 0 kaikilla n = 1,2, ..., joten

f(xo) = lim f(b,) > 0.

n—oo
Tésté seuraa, ettd f(zg) = 0. O

Lause 3.35 (Bolzanon lause). Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on jatkuva. Jos
y € R on sellainen luku, ettd

inf f(x) <y< sup f(a),
z€la,b] x€|a,b]

niin on olemassa sellainen xq € [a,b], ettd f(xo) =y.

Todistus. Weierstrassin lauseen (lause 3.32) mukaan on olemassa sellaiset x,
Ty € [a,b], ettd

inf f(z)= min f(z) = f(x1) <y < f(x2) = max f(z) = sup f(z).
z€|a,b| z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

Jos x1 = 9, niin
flz1) < f(x) < f(x2) = f(x1) kaikilla z € [a, ],

joten

f(z) = f(z1) kaikilla z € [a, b]

ja f on vakiofunktio. Oletetaan sitten, ettd x; < x5 (tapaus z; > xo todiste-
taan samalla tavalla). Funktio

g9:la,b] = R, g(z) = f(z) —y
on jatkuva,
g(@1) = f(1) =y <0 ja g(x2) = f(z2) —y 2 0.
Jos g(zx) = 0 toisella £ = 1, 2, niin valitaan zy = x,. Muutoin g(z;) < 0

ja g(z2) > 0. Talloin lauseen 3.34 nojalla on olemassa sellainen xy € [z, z2],
ettd g(zo) =0 eli f(xg) =y. O
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Huomautus 3.36. (1) Bolzanon lause sanoo kiytédnnossé sen, ettd jatkuva
funktio saavuttaa ainakin kerran kaikki arvot miniminsa ja maksiminsa
valilla.

(2) Bolzanon lauseessa ja lauseessa 3.34 on olennaista, ettd funktio f on
jatkuva ja etté reaaliakselissa ”ei ole reikid”. Esimerkiksi funktio

—1, kun z <0,
1, kun x > 0,

f[-1,1] =R, f(x) :{

on epajatkuva eiki silld ole nollakohtaa vililld [—1, 1] vaikka f(—1) <
0 < f(1). Liséksi, jos

ng[072]_>Qa g(x):x2_27

niin ¢(0) = —2 ja g(2) = 2, mutta ei ole olemassa sellaista lukua z, €
QN10,2], ettd g(zg) = 0.

3.4 Funktion tasainen jatkuvuus

Olkoot A C R ja f: A — R jatkuva joukossa A. Talléin f on jatkuva
jokaisessa pisteessi t € A. Siten jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen
5> 0, etti

lf(x) = f(t)] <e, kun|z—t|<djaze A

Kuitenkin ¢ riippuu yleensé pisteesté t. Siis sama 0 ei yleensé kelpaa kaikille
pisteille t € A. Yleensé ¢ riippuu luvusta e, funktiosta f ja pisteesti t.

Esimerkki 3.37. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) = cos <. Téllsin f on jatkuva
joukossa |0, 1], erityisesti pisteessd t € ]0,1]. Oletetaan, ettd jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(z) — f(t)| <e kaikille z, t €]0,1], |z — t| <4,

ts. oletetaan ettei d riipu pisteestéd ¢t. Valitaan sellainen n, etté
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Nyt 0 <t <z <9, joten |z — t| < J, mutta
|f(x) — f(t)] = |cos(2nm) — cos((2n + 1)7)| = 2.

Jos valitaan 0 < € < 2, niin ei ole olemassa sellaista lukua d > 0, jolle pétee
|f(z) — f(t)] < e kaikille z,t €]0,1], |x — ¢| < 4. Siis J riippuu pisteesté t
olennaisella tavalla.

Maaritelma 3.38. Funktiota f: A — R sanotaan tasaisesti jatkuvaksi jou-
kossa A, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

|f(z) — f(t)| <e kaikilla 2, t € A ja |[x —t| <.

Madritelmdn tarkoitus: Funktio f: A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A,
jos funktion arvot ovat mielivaltaisen ldhelld toisiaan aina, kun muuttujan
arvot ovat riittdvén ldhelld toisiaan. Siis funktion arvot eivit saa muuttua
"lilan nopeasti” (tai jos ne muuttuvat ”hyvin nopeasti”, niin muutoksen on
tapahduttava riittdvan pienelld vililld).

Huomautus 3.39. (1) Tasainen jatkuvuus mééritelldén joukossa A, ei pis-
teittdin kuten jatkuvuus.

(2) Jos f on tasaisesti jatkuva joukossa A, niin f on jatkuva joukossa A (kiin-
nitetdin ¢ = xo médritelméssa 3.38). Kaénteinen véite ei pade esimerkin
3.37 valossa.

Esimerkki 3.40. Osoitetaan, ettd funktio f(z) = I on tasaisesti jatkuva

valilla [1,2].

Olkoon & > 0 mielivaltainen ja z, t € [1,2]. Tallin

[f(x) = f()] =

1 1 t—x| |t—x|
‘___‘:‘ ‘— <|t—z| <e,
r 1

te | [t]]]

kun ¢, z € [1,2] (nyt ﬁ <1ja ﬁ < 1). Valitsemalla mééritelméssi 3.38
0 = ¢ saadaan

|f(z) — f(t)] < e kaikilla z, t € A, |z —t]| < 0.

Siis f(x) = % on tasaisesti jatkuva vélilld [1, 2].

Funktio f(z) = 1 ei kuitenkaan ole tasaisesti jatkuva vélilld ]0,1], kuten

seuraava paittely osoittaa. Tehddén vastaoletus, ettd f on tasaisesti jatkuva
vélilla ]0, 1]. Talloin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(z) = f(t)] <e, kunt, x€]0,1]ja|z—tl <.
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Valitaan téssi ¢ = % Valitaan liséksi sellainen n € 7, ettd % < 0. Asetetaan
r=+jat=—= Tilldin z, ¢t €]0,1] sekil 0 <t < x < 4, joten |z — t| < 9,
mutta samalla

7@ = fOl =ln—(n+ D =1> 5 ==,

cli saadaan ristiriita. Siten f(z) = I ei ole tasaisesti jatkuva vililld ]0,1]

(vaikka f on jatkuva kyseiselld vélilld). (Huomaa, ettéd téssd lauseketta m

ei voida arvioida ylospéin.)
Lause 3.41. Jatkuva funktio f: [a,b] — R on tasaisesti jatkuva suljetulla ja

rajoitetulla valilld [a,b].

Todistus. Tehd#én vastaoletus: funktio f ei ole tasaisesti jatkuva vélilla [a, b].
Tasta seuraa, ettd on olemassa sellainen € > 0, etté jokaista 6 > 0 kohti on
olemassa sellaiset pisteet x, t € [a, b] (jotka riippuvat luvusta d), ettd

[z —t[<d ja |f(z) - f() Z e

Valitaan 6 = %, n=1,2,..., jolloin jokaista n kohti on olemassa sellaiset z,,
tn € [a,b], ettd

oo~ tal <% Ja 1)~ flt)] 2 <

Jono (z,) on rajoitettu, joten Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause 2.36)
nojalla silld on suppeneva osajono (z,, ). Olkoon zy = klim T, . Koska
—00

a<z, <b kakillak=1,2,...,
niin epayhtalon siilymisperiaatteen nojalla
a<xzg<b eli xy€ |a,b)].

Liséksi
1
|tnk - l‘0| < |tnk - "L‘nk| + |xnk - ZE0| < n_ + |'Tnk — Zo
k

§E+|xnk_x0|_)07

kun k& — oo (huomaa, ettd n, > k), joten klim tn, = zo. Koska f on jatkuva,

niin jatkuvuuden jonokarakterisaation (lause 3.23) nojalla

k—o0
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Té&ten on olemassa sellainen k. € Z ., etta

| f (@) — flz0)] < % ja | f(te,) — flmo)] < g kaikilla k& > k..

Siten
e < |flan,) = fta )| < |f(n,) = flzo)| + [f(20) — f(tn,)]
€ €
< E + 5 =g,
kaikilla k& > k.. Ristiriita. ]

Esimerkki 3.42. Olkoon f: R — R, f(x) = z + sinz. Osoitetaan, ettd f
on tasaisesti jatkuva joukossa R.

Ratkaisu: Olkoon € > 0 mielivaltainen. Kun z,¢ € R, on voimassa

|f(x) = f(t)| = |z +sine — (t +sint)| < |z —t| + |sinz — sint]
T+t
2 )

r—t

= |x —t| + 2 |sin cos

silla y 4t
sinx — sint = 2sin z ; coS T 5 kaikilla x, t € R.

Edelleen, koska |cosy| <1 ja |siny| < |y| kaikilla y € R, saadaan arvio

|z — 1]

lf(x)— fO)| <]z —t|+2-

1 =2x—t| <e,

kun |z —t[ < 5. Voidaan siis valita § = §. Siten f on tasaisesti jatkuva

2
joukossa R.
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4 Sarjat

4.1 Sarjan suppeneminen

Maéritelmi 4.1. Olkoon (zy) reaalilukujono. Muodostetaan uusi jono (s,,),
jolle

n
sn:Zxk:x1+x2+---+xn, n=12,...
k=1
Jonoa (s,,) sanotaan jonoon (zy) liittyvéksi osasummien jonoksi tai sarjaksi.
Jos jono (s,) suppenee eli on olemassa sellainen S € R, etti

lim s, = S,

n—oo

niin sanotaan ettd sarja suppenee. Lukua S sanotaan sarjan summaksi ja
merkitdan

[o.¢] n

E rr = lim g rr = lim s, = S.
n—oo n—oo

k=1 k=1

Jos sarja ei suppene, niin sanotaan, etta se hajaantuu. Summaa

Rn: i Ik:S—Sn

k=n+1
sanotaan sarjan (s,) (n:nneksi) jidnnastermiksi.

Huomautus 4.2. (1) Sarjaa merkitddn ) -, = riippumatta siitd, suppe-
neeko se.

(2) Jos sarja 220:1 X} suppenee, niin sen osasummien jono (s,) suppenee,
ts. raja-arvo lim s, = S on olemassa. Télloin jokaista ¢ > 0 kohti on

n—oo

olemassa sellainen n., etta

o
|sp, — S| = ’ Z xk‘ < e kaikilla n > n..
k=n+1
Téastd ndhdéaan, ettd sarja suppenee, jos ja vain jos sen jadnnostermien
jono suppenee kohti lukua 0.

Esimerkki 4.3. (1) Osoitetaan, ettd Y ;- 5r = 1. Todistetaan ensin in-
duktiolla, etté

n

1 1 1 1 1
w=lETatpt ity Tloy
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kaikilla n = 1,2, ...: Viite patee arvolla n = 1, silld s; = % =1- 2% Jos
sitten s, = 1 — 5 jollakin k € Z, (induktio-oletus), niin

1 1 1

Sk+1 = Sk T oy :1_ﬁ+2k+1 T gkL

Induktio-periaatteen nojalla véite patee kaikilla n € Z, . Siten

lim s, = lim (1—i> _ 1

n—00 n—00 on

(2) Sarja Z(—l)k hajaantuu: Nyt s; = —1, s = 0, s3 = —1, 54 = 0,...
k=1

Induktiolla ndhdéan, ettd s, = 0, kun n on parillinen, ja s, = —1, kun
n on pariton. Siten jono (s,) hajaantuu.

—~ k 1 1
(3) Osoitetaan, etta sarja ; Tl hajaantuu. Koska 11T Tk > 5
kaikilla £ = 1,2, ..., niin saadaan arvio
1 L 2 T n_ 1 n 19
Sp==—+ =+ >n-—=—, n=12...
2 3 n+1 2 2

Siten jono (s,) ei ole rajoitettu ja (s,) hajaantuu lemman 2.10 nojalla.

o0

Lemma 4.4. Jos sarja E T suppenee, niin klim xp = 0.
—00
k=1

oo

Todistus. Sarja Zxk suppenee, joten on olemassa lim s, = S € R. Koska

n—00
k=1

Ty = Sp — Sp—1, W = 2,3, ..., niin

lim z, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s, 1 =5 —5=0.

n—oo n—oo n—oo n—oo
Huomaa, ettd tassid myos raja-arvo lim s,_; on olemassa ja on S. O
n—oo
oo
Huomautus 4.5. (1) Ominaisuudesta lim 2, = 0 ei seuraa sarjan E Tk
k—o00
k=1
o
suppeneminen! Esimerkiksi harmoninen sarja E z hajaantuu vaikka
k=1
lim % = 0.
k—oo

63



(2) Yleisesti sarjan suppeneminen riippuu siité, ettd kuinka nopeasti x5 me-
nee nollaan luvun £ kasvaessa.

o
Seuraus 4.6. Jos lim x; # 0 (tai raja-arvoa ei ole olemassa), niin E Ty
k—o0
k=1

hajaantuu.

=k
Esimerkki 4.7. (1) Sarja » | hajaantuu, silld
k=1

(2) Toisaalta sarjat 2:(—1)'c ja Z cos (k’g) hajaantuvat, silld raja-arvot
k=1 k=

lim (—=1)* ja lim cos (k;z> :
k—o0 k—o0 2

—_

eivat ole olemassa.

Lause 4.8 (Cauchyn kriteeri sarjoille). Sarja suppenee, jos ja vain jos sen
osasummien jono (s,) on Cauchyn jono eli jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa
sellatnen n., ettd

|Sp — Sm| <€,  kunmn,m > n..

Todistus. Seuraa suoraan Cauchyn kriteeristd jonoille. O

Huomautus 4.9. (1) Osasummien jono (s,) on Cauchyn jono, jos ja vain
jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € 7, ettd

|sn—sm|:‘ E xk‘<5, kun m > n > n..
k=n+1

(2) Téamén kriteerin avulla on jo osoitettu kappaleessa 2.4, etté

0o 1 . 00 1 k+1
S Z¢
k=1 k=1

suppenevat ja etta

hajaantuu.



Joskus sarjan suppeneminen voidaan osoittaa laskemalla ns. teleskooppinen
summa.

= 1
Esimerkki 4.10. Osoitetaan, ettd sarja Z i suppenee. Koska
k—

“ k(k+1)

1 k+D)—k 1 1 L 19
k(k+1) k(k+1) k k+1 ~ 7707

niin n:s osasumma voidaan esittdd muodossa

(LY (Lo, (] Ly,
=172 273 n n+l) n+1

kaikilla n = 1,2, ... Siten

joten sarja suppenee ja sen summa on 1.

Tarkastellaan seuraavaksi erdité keskeisié sarjoja. Todistetaan sitd ennen yksi
tarpeellinen lemma.

Lemma 4.11. Jos |a| < 1, nitn lim o™ = 0. Jos a = 1, niin lim o™ = 1.

n—oo n—oo

Muulloin jono (a™) hajaantuu.

Todistus. Olkoon ensin |a| < 1. Tallsin |a"| = |a|® < 1™ = 1, joten jonot
(Ja|™) ja (a™) ovat rajoitettuja. Liséksi jono (Ja|™) on vihenevé, silld |a|" ™ =
la||a|™ < |a|™. Siten jono (|a|™) suppenee ja

lim |a|” = inf{|a|” | n=1,2,...}.

n—oo

Merkitddn tétd infimumia (ja raja-arvoa) m ja osoitetaan, ettd on m = 0.
Selvisti 0 on alarajana alkioille |a|”, ja infimumin mééritelmén ehto (i) to-
teutuu.

Oletetaan, ettd m > 0. Koska & > m = inf{|a|” | n = 1,2,...}, niin on

olemassa sellainen n € Z, etté |a|” < o+ Talloin

™! < o] - = = m,

[al
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mik& on ristiriidassa luvun m méérittelyn kanssa. Néin ollen m = 0 ja har-
joituksen 2 tehtévén 5Hc nojalla myos lim a™ = 0.

n—oo

Jos |a] = 1, niin (a") = 1,1,... tai (a") = —1,1,—1,1,... eikd jono (a")
suppene. Jos |a| > 1, niin |a| = 1 4 z jollakin x > 0. Télléin

(14+x)" = Z (Z)xkln_k = 1+nx+z <Z>xk > 1+ nx,

k=0 k=2

kaikilla n € Z., joten |a|™ > nx kaikilla n € Z,. Téssd x > 0, joten jono
(la|™) ei ole rajoitettu. Myoskaan jonot (|a"|) ja (a™) eiviit siten voi olla

rajoitettuja. [
Lause 4.12. Geomelrinen sarja

ok _ 2

Zx =l4+z+z“+..., r € R,

k=0

suppenee, jos ja vain jos |z| < 1. Jos |z| < 1, niin sarjan summa on

> 1
kzzomk_l—f

(o]
1
Todistus. ”<": Oletetaan, ettd |z| < 1 ja osoitetaan, ettd Zxk = .
— 1—2z
Nyt
Sp=14+z+2>+ - +2" ja
TS, =  w+a’ 4o+t
Vihentdméilld ndmi puolittain toisistaan saadaan s, — s, = 1 — 2", joten
1 — $n+1
Sp=—, n=0,1,...
11—z

Huomaa, ettd nyt 1 — x # 0. Koska || < 1, niin lemman 4.11 mukaan
lim 2" =0, ja

n—oo

o

1— n+1 1
g 2 = lim s, = lim R , lz] <1,
x

n—oo n—oo 1 — 2 1—
k=0

Siten sarja (s,) suppenee.

?=": Oletetaan, ettii |x| > 1. Tilldin jono (z¥) ei suppene nollaan, kun
k — oo, ja sarja Y -, 2" hajaantuu seurauksen 4.6 nojalla. O
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Huomautus 4.13. Geometrinen sarja on lihtokohta monelle muulle suppe-
nevalle sarjalle:

(2) Z(—l)kx% = Z(—x2)k =T= ! ! kun |z| < 1,

2y 2

(-2%) 14z
3 Y3 =Y G - kel < -
— — 1 -3z 3

Seuraavan sarjan suppenemista koskeva tulos on térkeéssa roolissa mychem-
min suppenemistestien yhteydessa.

Lause 4.14. Olkoon p € R. Sarja
=1
> w
k=1
suppenee, j0s ja vain jos p > 1.
Todistus. ”<=": Tapa 1 (Hieman epéatarkka, ennen kuin integraalit on ké-

sitelty tarkasti): Olkoon p > 1. Osasummaa s, voidaan arvioida ylospain
madrdtyn integraalin avulla seuraavasti:

Siten jono (s,) on kasvava (8,11 > s,) ja rajoitettu, joten se suppenee mono-
tonisen suppenemisen lauseen nojalla ja

= 1
Z—: limsn§L<oo, kun p > 1.
kzlkp p—1

n—oo

Siis sarja suppenee, kun p > 1. (T&lld menetelmilld saadaan myos arvio
virheen |S — s,| suuruudelle.)
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Tapa 2 (Tarkka perustelu): Olkoon p > 1. Koska jono (s,) on kasvava, niin
monotonisen suppenemisen lauseen nojalla se suppenee, jos se on rajoitettu.
Riitté4 siis osoittaa, ettd jono (s,) on rajoitettu.

Kun n € Z, valitaan sellainen t € Z_, ettd n < 2. Télloin

2t—1

1
Sp < Sgt_1 = Z ™
k=1

_1 1 1 1 1 1 1
=1+ §+§ + 4_1’_‘_5—{—@4_% + .-

1+ + 1 + S + + 2
-2 4p g (2t-1)p
g ! 1 1 1
=1+ 9op—1 (21)—1)2 + (21)—1)3 <2p—1)t—1
> 1
1-p\k __
<D T = <o

Téssa 1_2;1,;, on vakio, joka ei riipu luvusta n, joten jono (s,) on rajoitettu.

”=": Olkoon sitten p < 1. Talloin kaikilla &£ = 1,2,... pitee arvio kP < k,
josta saadaan 1< kip Siten osasummille saadaan arvio

%
1 &1
ESZE’ n=12,... (1)
k=1 k=1
Osasummien jono > ;_, %, n =1,2,...,eioleylhdalta rajoitettu, Epayhtalon

(1) nojalla mydskéién sarjan Y, | 7 osasummien jono ei ole ylh#éltd rajoi-
tettu, joten se hajaantuu.

Sen, ettd sarja y -, % hajaantuu, voi ndhda myos seuraavasti (téssé on sama
epatarkkuus kuin tapauksen p > 1 yhteydessé):

il RIS " dz =In(n+1)
= —_ = — o .. — — = 1n .
on k:lk 2 n 1 x ¢ "

Koska lim In(n 4 1) = oo, niin myos lim s,, = oo, joten (s,) hajaantuu.
Tapaus p < 0 voidaan perustella myos seuraavasti. Koska —p > 0, niin
1

S =k7>1 kaikilak=1,2,...
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Siten jono (kip) ei suppene lukua 0 kohti, kun & — oo, ja sarja > -, kip

hajaantuu seurauksen 4.6 nojalla. [

Suppenevat sarjat toteuttavat yleisesti seuraavan lineaarisuusominaisuuden.

Lause 4.15. Olkoot a, b€ R. Jos Y ;- =S ja Yy oo, yp =T ovat suppe-
nevia sarjoja, niin myos sarja E;‘;l(amk + byx) suppenee ja sen summa on
aS + bT'.

Todistus. Koska lim >}, xp =S ja lim Y ., y, = T, niin lukujonon raja-
n—oo n—oo

arvon laskusddntojen (huomautus 2.14) nojalla

lim Z(amk + byx) = a lim Zwk +b lim Zyk =aS + bT.
k=1 k=1 k=1

n—0o0 n—oo n—oo

]

Huomautus 4.16. Sarjan y - (x) + yi) suppenemisesta ei seuraa, ettd
D re, xp tal >~ yx suppenisi. Esimerkiksi

DD (=D =3 0=0

suppenee, mutta 2:(—1)11‘C ja 2:(—1)’CH hajaantuvat.
k=1 k=1

4.2 Suppenemistesteji positiivitermisille sarjoille

Jonojen tapauksessa osoitettiin, ettéd reaalilukujono suppenee, jos ja vain jos
se on Cauchyn jono. Télloin sen suppeneminen pédteltiin raja-arvoa laske-
matta. Vastaavasti sarjojen tapauksessa on tarkedd pystyé padtteleméasn sar-
jan suppeneminen laskematta sen summaa — summan laskeminen on usein
hyvin vaikeaa, jopa mahdotonta ja my6s turhaa, jos sarja osoittautuukin
hajaantuvan. Sarjan suppenemisen tarkastelu summaa laskematta on usein
mahdollista niin sanottujen suppenemistestien avulla.

[e.9]

Mairitelma 4.17. Sarjaa Y xy sanotaan positivitermiseksi, jos xp > 0
k=1

aina, kun k. =1,2,...
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Seuraava lause antaa monotonisen suppenemisen lausetta vastaavan tuloksen
sarjoille.

Lause 4.18. Positiviterminen sarja suppenee, 708 ja vain joS Sen 0SaSUM-
mien jono (s,) on ylhddlti rajoitettu. Tdlloin

Zxk = lim s, =sup{s, |[n=1,2,...}.
k=1

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd sarja » -,y suppenee ja z, > 0, k =
1,2,... Tallgin osasummien jono (s,) suppenee, joten jono (s,) on rajoi-
tettu.

7<": Oletetaan, etté (s,) on ylhiilta rajoitettu. Jono s, on lisdksi kasvava,

silla
n+1 n

Sn+1_8n:E xk—g Tk =Tp1 >0, n=1,2,...
k=1 k=1

Siis (s,) on kasvava ja ylh#élta rajoitettu, joten monotonisen suppenemisen
lauseen (lause 2.23) nojalla (s,) suppenee. Siten sarja suppenee.

Lisdksi monotonisen suppenemisen lauseen nojalla

Zxk =sup{s, |[n=1,2,...}.
k=1

m
Huomautus 4.19. Lause ei péde, jos termit vaihtavat merkkié. Esimerkiksi
> (1)
k=1

hajaantuu, vaikka sen osasummien jono on rajoitettu.

Seuraava lause on yksinkertainen, mutta ddrimmaéisen térkea.

Lause 4.20 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd jonoille (xy)
ja (yx) on voimassa 0 < xy, <y, kaikilla k = 1,2, ...

(i) Jos Zyk suppenee, niin Z:L‘k suppenee. (majoranttiperiaate)
k=1 k=1
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(i) Jos Zxk hajaantuu, niin Zyk hajaantuu. (minoranttiperiaate)
k=1 k=1

Todistus. Osoitetaan ensin kohta (i). Merkitaédn s, = > g ja i, = > yg,
k=1 k=1

n =1,2,... Koska sarja > y, suppenee, niin jono (s/) suppenee ja se on
k=1

rajoitettu. Téten on olemassa sellainen M € R, ettd |s)| < M kaikilla n =

1,2,... Edelleen 0 < s/, < M kaikilla n = 1,2,..., silld y, > 0 kaikilla

k € 7. Koska kaikilla k pétee 0 < xp < yg, niin

0<s,<s, <M, n=12...
Sarja Y, o on positiiviterminen ja sen osasummien jono (s, ) on rajoitettu.
Lauseen 4.18 nojalla jono (s,) ja siten myds sarja » -, T suppenee.
Kohta (ii) seuraa vastaoletuksella kohdasta (i). O

Huomautus 4.21. (1) Yleensd tehtdvénid on tutkia, suppeneeko annettu
sarja. Talloin on padteltavi, kumpaa periaatetta tehtdvissd kannattaa
kéyttad; hajaantuva majoranttisarja tai suppeneva minoranttisarja ei au-
ta tehtdvéan ratkaisussa.

(2) Edelld sarjan on oltava positiiviterminen. Esimerkiksi

> ()

k=1

hajaantuu, vaikka —% < 0 kaikilla £ =1,2,... ja > 0 =0 suppenee.
k=1

[e.e]

6k
Esimerkki 4.22. Tutki, suppeneeko sarja E
k=1

— k43

Ratkaisu: Aluksi voidaan tehdd epdmuodollinen péadttely sarjan suppenemi-
sesta. Sarjan suppeneminen riippuu sen ”héntdosan” kayttaytymisesta. In-
deksin £ suurilla arvoilla voidaan arvioida

6k 6k 6

K4+ 3 k4 k3

oo

ja lauseen 4.14 nojalla > % suppenee. Téllaisen likiméaréisen tarkastelun
k=1

voi tehda tehtdvan alussa, mutta se antaa vain ”vihjeitd” sarjan kayttayty-

misesta.
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Osoitetaan, ettd sarja suppenee ja kidytetdan majoranttiperiaatetta. Nyt

6k 6k 6
0<—— <=2 k=12,
S 3 TR %

Lisdksi lauseen 4.14 nojalla
o0 oo
6 1
D=6 3
k=1 k=1
suppenee, joten alkuperdinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

Esimerkki 4.23. Tutki, milla arvoilla x > 0 sarja
ok 22 o3
kz:: R E +.
suppenee.

Ratkaisu: Olkoon 0 < x < 1. Talloin

xk

0< 2= < gk Ek=1.2...
_]{:_337 )=

o0
Téssd > 2% on geometrinen sarja, joka suppenee, kun 0 < z < 1. Siten

k=1
majoranttiperiaatteen nojalla sarja > % suppenee, kun 0 < x < 1.
k=1
Olkoon sitten x > 1. Télloin
1 aF
0<—-< —, kE=1,2,...
kE— k
Téssd > % on harmoninen sarja, joka hajaantuu. Siten minoranttiperiaat-
k=1
teen nojalla % hajaantuu, kun = > 1.
k=1

8

1
—~ \Vk+ 1

Ratkaisu: Osoitetaan, ettd sarja hajaantuu ja kidytetdan minoranttiperiaatet-
ta. Koska vk + 1 < vk + k = v2Vk, niin

Esimerkki 4.24. Tutki, suppeneeko sarja

1
= VBVE

T



Lauseen 4.14 nojalla hajaantuu, joten myds — hajaantuu
j Z 77, had j vos 5 2. Z N j

[0.9]
ja minoranttiperiaatteen nojalla Z hajaantuu.

\/_

k+5
+R2+E+1

Esimerkki 4.25. Tutki, suppeneeko sarja Z 13
k=1

Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta Suurilla indeksin £ arvoilla
Ft5 i Kosk 5 itetd it
R — = oska sarja suppenee, yritetdin osoittaa

B2+ k+l B R Jkﬂ“ PPENEe, ¥

myo6s annettu sarja suppenevaksi.

Kaytetddn majoranttiperiaatetta. Nyt
0 < kE+5 14+5/k < 6
TR+ E+1 k2(1+1/k:+1/k2+1/k3)—k;2

[e%e] 6 [e%e]

kaikilla £ =1,2,..., ja > i =6 Z > suppenee. Siten alkuperéinen sarja

suppenee majoranttiperlaatteen nOJalla.

kE+5

[e.e]
Esimerkki 4.26. Tutki, suppeneeko sarja Z R
pt k2+k+1

Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta. Suurilla indeksin & arvoilla

(o]
_k45 _ 1 . 1 . o e .
P = = Koska sarja ’; 7 hajaantuu, yritetdin osoittaa

myoOs annettu sarja hajaantuvaksi.

Kéytetddn minoranttiperiaatetta. Alaspain arvioimalla saadaan

k+5 145/k 1
_ > >0, k=12...
R+k+1 k(I+1/k+1/k2) ~ 4k — o

Lisdksi sarja
SRR
k=1 4k 2k=1\/E

hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla annettu sarja hajaantuu.

Huomautus 4.27. Majorantti- ja minoranttiperiaatteessa sarjaa kannattaa
yrittdd verrata sarjaan
[e.e]
1
D7
k=1
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tai geometriseen sarjaan, joiden suppeneminen hallitaan t&aysin.

Lause 4.28 (suhdetesti). Oletetaan, ettd xx > 0 kaikilla k = 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset kg € Zy ja 0 < M < 1, ettd

Tl+1
T

<M kaikilla k > ko,

oo
nmn E T suppenee.
k=1

(ii) Jos on olemassa sellainen ko € 7., etti

Lh+1
Ty

> 1 kaikilla k > ko,

nin Z xk hajaantuu.
k=1
Todistus. (i) Oletusten nojalla

Lho+1 S Mka

2
Thor2 < Magg1 < M ay,

k—k
Thot(hto) < Mgy < MPxjg <o < M¥ gy

joten
zy, < TR MFETR kaikilla k > kg

(tarkka perustelu induktiolla). Lisdksi
S a5 a0 S5 e
k=ko k=ko

missé Zzozko MP* on suppeneva geometrinen sarja, silla 0 < M < 1.
Siten alkuperéinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

(ii) Oletusten mukaan
Ty > x, > 0 kaikilla & > K.

Téstd seuraa, ettd jono () el suppene lukua 0 kohti. Siten > 7, zy
hajaantuu seurauksen 4.6 nojalla.

[]

74



Seuraus 4.29. Oletetaan, ettid xy > 0 kaikilla k =1,2,. ..

Tk+1

o)
< 1, nun sarja E Ty Suppenee.
k=1

(i) Jos lim

k—oo Tk

oo
(ii) Jos lim == > 1, niin sarja 5 x) hajaantuu.
koo Tk k=1

Todistus. (i) Olkoon lim Tkl
k—oo Tk

sellainen ko € Z,, ettd

= ¢, missd 0 < ¢ < 1. T4lloin on olemassa

xml—cw<lif kaikilla k > ko.
T 2

Téasté seuraa, etté

1-— 1
xk+1< c+c:c+

<1 kaikilla k > ko,

T 2
joten sarja suppenee lauseen 4.28 nojalla.

Tk41

(ii) Olkoon klim —— = ¢, missd ¢ > 1. Téll6in on olemassa sellainen ky €
—00 Qj'k.
7., etti
x c
“l_c kaikilla & > ko.
Tk

Téasté seuraa, etté

Tht1 c—1 c+1
> — =
T ¢ 2 2

joten sarja hajaantuu lauseen 4.28 nojalla.

> 1 kaikilla & > ko,

]

Huomautus 4.30. Jos lim Tkt

= 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua.
k—oo T

Esimerkiksi sarja
1
2w
k=1
suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Téssa tapauksessa

D p
lim P gy YD R N

kaikilla 0 < p < oo. Huomaa, etti téissi x;—:l < 1 kaikilla k = 1,2, ...
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Esimerkki 4.31. Tutki, suppeneeko sarja Z ok
k=1

2
Ratkaisu: Merkitaan x; = o Talloin

Tpp (k4 1)2/281 <k+1>2 ok (k+1)21
— — f— —
k

, kun £ — oo,

DO |
N | —

T k2/2% k 2k+1

joten sarja suppenee seurauksen 4.29 nojalla.
(k!)?
(2k)!

Esimerkki 4.32. Tutki, suppeneeko sarja Z
k=1

k!)?
Ratkaisu: Merkitdan x), = % Talloin

T ((K+1)D22k) (k+1)? 1
z, (2k+2)1(KN?2 T (2k+2)(2k+1) 4
joten sarja suppenee seurauksen 4.29 nojalla.

Lause 4.33 (juuritesti). Oletetaan, ettid xp > 0 katkilla k = 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset kg € 7.1 ja 0 < M < 1, ettd
Y < M kaikilla k > ko,

oo
nmn E T suppenee.
k=1

(ii) Jos on olemassa sellainen kg € 7., ettd

Yar > 1 kaikilla k > ko,

o0
nin Z xk hajaantuu.
k=1
Todistus. (i) Oletusten nojalla on olemassa sellainen ky € Z, etté

Y < M kaikilla k > kg, joten
zr < MF kaikilla k > k.

Tassd Y. MP* on geometrinen sarja, joka suppenee, silli 0 < M < 1,
k=Fko
joten alkuperiinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.
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(ii) Oletusten nojalla on olemassa sellainen ko € Z, etti

Vx> 1 kaikilla k > kg, joten
x> 1% =1 kaikilla k > k.

Téten jono () ei suppene lukua 0 kohti, joten sarja > z; hajaantuu
k=1
seurauksen 4.6 nojalla.

Seuraus 4.34. Oletetaan, etti xp > 0 kaikilla k= 1,2, ...

o
(i) Jos klim Yy < 1, nun sarja Zxk suppenee.
—00
k=1

(ii) Jos klim Vx> 1, niin sarja Zxk hajaantuu.
> k=1
Todistus. Vastaavasti kuin seurauksen 4.29 todistus (harjoitustehtavi). O
Huomautus 4.35. (1) Juuritestid kéyttdessd kannattaa muistaa raja-arvo

lim ¥/n = 1.

n—oo

Todistus. Huomaa, ettd {/n > 1, kaikilla n = 1,2, ... Johdetaan seuraa-
vaksi luvulle {/n yldraja, jonka raja-arvo on 1. Kun n > 2, niin binomi-
kaavasta (a +b)" = >, (7)a" *b* saadaan arvio

(o2 = (V2 () (D) o ()
21 () ((2) =1 002

Siis (1 + \/%)n > n, mistd saadaan 1+ \/% > /n > 1. Siten suppilope-

riaatteen mukaan lim /n = 1. O
n—oo

(2) Jos klim Yxp = 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua. Esimerkiksi sarja
|
P
k=1
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suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Tésséd tapauksessa
kohdan (1) mukaan

1 1
lim {/— = lim

k—o0 kp k—o0 ( W)P

=1

kaikilla 0 < p < 0.

(3) Sarjan suppenemista tarkasteltaessa voidaan aina jattaa pois dérellisen
monta termid sarjan alusta. Ne eivit vaikuta sarjan suppenemiseen, mut-
ta vaikuttavat kylla sarjan summaan. Télla tulkinnalla positiivitermis-
ten sarjojen suppenemistestejd voidaan soveltaa myos sarjoihin, joiden
termit ovat positiivisia jostakin indeksin arvosta ldhtien.

[e.9]

1
Esimerkki 4.36. (1) Tutki, suppeneeko sarja ; W.
1
Ratkaisu: Merkitddn x, = ————, kun k£ = 2,3,... Talloin
(log k)*

1 1
Yar = {f - 0, kun k
v (logk)t  logk T KR ee,

joten sarja suppenee seurauksen 4.34 nojalla.

[e.9]

(2) Tutki, suppeneeko sarja Z(

k=1

2kr+3>’f
4k +5/

2k +3
4k +5

k
Ratkaisu: Merkitddn x;, = < ) . Talloin

kun £ — oo,

e =

. (2k+3>k 2k+3  24+3/k 1
_— e = — —
4k +5 dk+5 4+5/k 2

joten sarja suppenee seurauksen 4.34 nojalla.

(3) Milld arvoilla > 0 sarja > ka* = x + 222 + 32 + ... suppenee?
k=1

Ratkaisu:

lim Vkzk = lim 2Vk = 2.

k—o0 k—o0
Seurauksen 4.34 nojalla sarja suppenee, kun 0 < z < 1, ja hajaantuu,
kun z > 1. Kun z = 1, niin jono (k) ei suppene lukua 0 kohti ja sarja
hajaantuu seurauksen 4.6 nojalla.
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Lause 4.37 (vertailuperiaate). Oletetaan, ettd xp > 0 ja yp > 0 kaikilla
k=1,2,... ja ettd
K = lim =
k=00 Y

on olemassa.

(0.) (o]
(i) Jos 0 < K < oo, niin Yy, xj suppenee, jos ja vain jos » Yy Suppenee.
k=1 k=1

o (0.@)
(ii) Jos K =0 ja > yp suppenee, niin . xj suppenee.
k=1 k=1

(i11) Jos K = 00 ja > yx hajaantuu, niin Y x) hajeantuu.
k=1 k=1

Todistus. (i) Oletetaan, ettd 0 < K < oo. Télléin on olemassa sellainen
ko € 7., etti
K
‘ﬁ _ K’ <2 Yaikilla k > ko,
Yk 2

josta saadaan epayhtalo

1 3
—Kyp <z < §Kyk kaikilla k& > k.

2
o0 oo
Jos ];1 Yr suppenee, niin myos kzk %K yr suppenee. Majoranttiperiaat-
= =ko

o oo
teen nojalla »_ xj suppenee ja siten myos » | xj suppenee.
k=ko k=1

oo oo
Jos > xj suppenee, niin myds > 1z suppenee. Majoranttiperiaatteen

k=1 k=Fko
oo e.9]
nojalla %K Y Suppenee ja siten myos » | yj suppenee.
k=Fko k=1
[e.e]
(ii) Oletetaan, ettd K = 0 ja > y, suppenee. Jono (Z—:) on suppenevana

k=1
jonona rajoitettu, joten on olemassa sellainen M > 0, etta

‘ﬁ’ <M kaikilla k= 1,2,. ..
Yk

Siten
0 <z < My, kaikillak=1,2,...
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oo o0
Nyt > yr suppenee, joten Y My suppenee ja majoranttiperiaatteen
k=1 k=1

o
nojalla myos Y xj suppenee.
k=1

o0
(iii) Oletetaan, ettd K = oo ja ettd > yx hajaantuu. T#lloin on olemassa
k=1
sellainen k; € 7, ettd

> 1 kaikilla k > ky.
Yk

Siten
rr >y kaikilla & > k.

o0 o0
Koska > g, hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myés > xy

k=1 k=1
hajaantuu.

O

oo
Huomautus 4.38. Edellinen lause sanoo myos sen, ettd »_ xj; hajaan-
k=1

o

tuu, jos ja vain jos > y, hajaantuu. Tdmén saa todistettua suoraankin
k=1

kayttamalld minoranttiperiaatetta.

o0
Jos K = 0 lauseessa 4.37, niin sarjan Y x; suppenemisesta ei valttimitta

k=1

LR ) i _ . L.
seuraa sarjan »_ y, suppeneminen. Jos esimerkiksi xy = 72 ja yp = T niin
k=1
x
lim =% = lim — =0

oo [ee)
ja Y xj suppenee, mutta » y; hajaantuu.
k=1 k=1

k2 —2k+7
+ 5k —3k2+2k—1

[ee]
Esimerkki 4.39. Tutki, suppeneeko sarja Z 15
k=1

Ratkaisu: Suurilla indeksin k arvoilla pétee

k* —2k+7 k? 1

Bk — 322k —1 kS
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(o)

Koska sarja > # suppenee, yritetddn osoittaa alkuperéinen sarja suppene-
k=1

vaksi.

k2 —2k+7 1
+ jayr = —5 lauseessa 4.37 (nyt z; > 0

Valitaan z;, =

k5 4+ 5k* — 3k + 2k — 1 k
jayr >0, k=1,2,...). Talloin
Tk _ k> —2k+7 gy
yr kP +Hk* —3k2 4+ 2k — 1
- ko — 2k 4 Tk?
kS 5kt —3K2 4+ 2k — 1
R(1-2+75
( k k) — 1, kun k — oc.

TR+ Rt AR

Sarja > 1%3 suppenee, joten lauseen 4.37 nojalla sarja »_ xj suppenee.
k=1 k=1

4.3 Itseisesti suppenevat sarjat

o0 oo
Mairitelmé 4.40. Sarjan ) xy sanotaan suppenevan itseisesti, jos >, |z
k=1 k=1

suppenee. Jos sarja suppenee, mutta ei suppene itseisesti, niin sanotaan, etté
se suppenee ehdollisesti.

> -1 k+1
Esimerkki 4.41. Alternoiva harmoninen sarja Z % suppenee ehdol-
k=1
lisesti, silla
©© (_1)k’+1 B 1
SI1=2:
k=1 k=1
hajaantuu, mutta
= (1)
2
k=1

suppenee. Tamaé osoitettiin jo esimerkissd 2.50, mutta sen nidkee myos seu-
raavalla tavalla: Koska

(LY (Lo, 1
S0 =\ 17 3 371 m—1 2n
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ja

111 11 1 1
w1 =77 57 3 15 m—2 om—1)"

1
— < 89y = Sop_1 — — < Sop_1 < 1.
9 = 2n 2n—1 m 2n—1 >

Jono (sy,) on kasvava ja rajoitettu ja jono (sg,_1) on vihenevé ja rajoitettu,
joten monotonisen suppenemisen lauseen nojalla ne suppenevat eli raja-arvot

niin

lim sy, ja lim So, 4
oo

n—oo n—

ovat olemassa. Ylla olevan nojalla ss, — S9,_1 = —%, joten

1
li n—Som_1) = lim [ —=— ] =0
A (s2n = $20-1) nzﬁo( zn)

Téten jonot (s9,) ja (S2,—1) suppenevat kohti samaa lukua S € R. Harjoi-
tuksen 4 tehtévén 1 nojalla myos lim s, = 5.

n—oo

in k 1 1
811?3 :sin1+§sin2+2—751n3+... it-

o)
Esimerkki 4.42. Tutki sarjan Z

k=1
seisté suppenemista.

Ratkaisu: Koska

sin k

1 =1
0< 3 ‘ < = ja Z s suppenee,
k=1

niin
o .
sin k
> |5
k=1

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla. Siis sarja suppenee itseisesti.

o0 .
sin k
Itse sarjan Z suppenemisen tutkiminen on kuitenkin ongelmallista,
k=1

k3
silla sen termit vaihtavat merkkia! Tahan tarvitaan seuraavaa lausetta.

Lause 4.43. Itseisesti suppeneva sarja suppenee ja
DRSNS
k=1 k=1

82



Todistus. Olkoon yy = xy + |xg|, k = 1,2, ... Koska —|xy| <z < |z, niin

0 f;yk 5;2]xk|, k 221,2,..

o0 o0
Koska Y |zx| suppenee, niin majoranttiperiaatteen nojalla » yx suppenee.
k=1 k=1

Edelleen

n

o n n

E xp = lim E (yx — |zg]) = lim E yp — lim E |Tk|,
n—oo n—oo n—oo

k=1 k=1 k=1

k=1

joten Y xj suppenee. Lisiksi kolmioepayhtdlon nojalla
k=1

0
o=
k=1

n n n o0
lim E Tl = lim‘g xk’ < lim E |z | = E ||
n—oo n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1

]

Huomautus 4.44. (1) Edellinen lause antaa keinon tutkia sellaisten sarjo-
jen suppenemista, joiden termit vaihtavat merkkidéan. Ottamalla itseisar-
vot saadaan positiiviterminen sarja, jonka suppenemista voidaan tutkia
edelld olleiden suppenemistestien avulla. Huomaa kuitenkin, etta itsei-

[e.e]
sarvojen muodostaman sarjan »_ |zx| hajaantuminen ei kerro mitéén

k=1
o]
sarjan Y xj suppenemisesta (hajaantumisesta).
k=1

(2) Yleensa
> £ Y fal
k=1 k=1

Esimerkiksi jos (zx) = —1,1,0,0,..., niin
Zxkzo, ja Z|xk| = 2.
k=1 k=1

Maaritelma 4.45. Olkoon Zxk sarja. Jos ¢: Z, — 7. on bijektio ja

k=1
Yr = Ty kaikilla k = 1,2,..., niin sarjaa

>
k=1
sanotaan alkuperéiisen sarjan uudelleenjdrjestelyksi.
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Esimerkki 4.46. Olkoon
> 1 1 1 1 1
Z:)ﬁk—z%—1+§+§+1+"'
k=1 k=1

ja kuvaus ¢: Z, — 7 bijektio

(k) = k41, kun k on pariton,
o= k—1, kun k on parillinen.
Télloin sarja

> 1 1 1 1
Zx‘p(k):§+1+1+§+”"
k=1

on harmonisen sarjan uudelleenjérjestely.
[e.@]

Lause 4.47. Jos sarja Y xy suppenee itseisesti, niin jokainen uudelleenjir-
k=1

o
jJestely > yx suppenee ja
k=1

o0 o0
E Yk = E Tk
k=1 k=1

Todistus. Lauseen 4.43 nojalla sarja »_ xp suppenee. Merkitédén S = > xp

k=1 k=1
n

ja s, = > xg. Olkoon € > 0. Silloin on olemassa sellainen N, etta

k=1
€ s
|5, — S| < 5 kaikilla n > N

ja

N N+p N+p N

— = < = kaikilla p € Z.

S lad = | = D Jml < 5 laikillap e Z,

k=1 k=1 k=N+1
Jalkimmaéinen véite saadaan Cauchyn kriteerista (lause 2.46), silld sarjan
o0
> |zg| osasummien jono on Cauchyn jono. Merkitéin
k=1

tn = Zxap(k) = Zyk
k=1 k=1
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Valitaan M niin, etta termit xy, ..., xy esiintyvat osasummassa ty;. Jos m >
M, niin t,,, — sy on dérellinen summa termeista xy, £ > N. Talloin ylla olevan
nojalla on olemassa sellainen p € Z ., etta

N+p

€
[t — s <)l < 5
k=N+1
Siten
[t — S| < |tm — sw| + |sw — S| <%+§=€, kun m > M,
joten Zyk = lim ¢, =S5. O
k=1

Huomautus 4.48. (1) Erityisesti suppenevat positiivitermiset sarjat voi-
daan jarjestelld uudelleen ilman, ettd summa muuttuu.

(2) Ellei sarja suppene itseisesti, niin uudelleenjérjestely voi vaikuttaa sup-
penemiseen ja summaan. Olkoon

L (—1)kH! 1 1 1 1 1
S = /N | e
;; k 2737175 6"

Aikaisemmin todistettiin, etté % < S < 1. Jarjestelemall sarja uudelleen

saadaan
(1 1) 1+<1 1) 1+(1 1) 1+
2 4 3 6 8 5 10 12
_1 1+1 1+1 1+
2 4 6 8 10 12
_1(1 1+1 1+1 1+ )
2 2 3 4 5 6
1
= -5
2

Lause 4.49. Jos sarjan jokainen uudelleenjirjestely suppenee, niin sarja
suppenee itseisest.

oo
Todistus. Tehddin vastaoletus: Y |z3| hajaantuu. Olkoot =i, 27, ... sarjan
. k=1
>~z ei-negatiivisten termien jono (z] > 0) ja z7, ;... negatiivisten ter-
k=1

oo oo
mien jono (z; < 0). Koska sarja Y x;, suppenee ehdollisesti, niin sekd > x
k=1 k=1
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(o] o0
ettd > x; hajaantuvat (harjoitustehtéivi). Siten erityisesti > ;" hajaantuu
k=1 k=1

eli .
Z =00  (zf >0).
k=1

Sarja i z; hajaantuu, mutta se ei ole sarjan i xj, uudelleenjérjestely (ter-
mit xfzguuttuvat) eikd siten vield anna ristiriilfczla. Korjataan tilanne asetta-
malla termit z; riittdvéin harvasti termien z; véleihin.
Termin x; asettamiseksi valitaan sellainen luku &y € Z,, etté
ol day ooy > ey 1= -2 41,

jolloin xf—i—---—i—a:;rl +x; > 1.
Seuraavaksi termin x, asettamiseksi valitaan sellainen ky > ky, etté

ol + o e+l g+l > e+ 2,

jolloin af + -+ + a7 + a2, + -+ +a5 >2.

Jatketaan niin sijoittamalla z; termin a:,:“n jéalkeen siten, ettd osasumma
termiin x, asti on suurempi tai yhtdsuuri kuin n. Néin saadaan haluttu
hajaantuva sarja, joka on alkuperéisen sarjan uudelleenjérjestely. O]

Huomautus 4.50. Siis itseisesti suppenevat sarjat ovat sellaisia sarjoja, joi-
den kaikki uudelleenjirjestelyt suppenevat. Tamén takia itseisesti suppene-
vat sarjat ovat tarkeita.

Lause 4.51 (Riemannin uudelleenjérjestelylause). Jos sarja suppenee ehdol-
lisesti, niin se saadaan suppenemaan kohti mitd tahansa lukua jérjestelemdlld
sen termit uudelleen.

oo

Todistus. Oletetaan, etti >y suppenee ehdollisesti. Olkoot x5, ... sar-
k=1

jan ei-negatiivisten termien jono ja xi,z,,... negatiivisten termien jono.

oo
Koska sarja Y x suppenee ehdollisesti, niin tdytyy olla voimassa
k=1

oo o
Z T =00 ja Z x, = —00 (harjoitustehtavé).
k=1 k=1
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Jos molemmat olisivat &arellisid, niin sarja suppenisi itseisesti ja jos vain
oo

toinen olisi dédrellinen, niin sarja itse hajaantuisi. Lisdksi sarjan Y x sup-

k=1
penemisesta seuraa, ettd lim x; = 0. Siten myds lim ;7 =0 ja lim z; = 0.
k—o0 k—o0 k—o0

Olkoon S € R. Osoitetaan, ettd sarjan summaksi saadaan S jérjestelemalla
se uudelleen.

Olkoon k; pienin luku, jolle
i +ag+- 4 > 8
Olkoon seuraavaksi ko pienin luku, jolle
(i +-+ap )+ (@] +--+x) <S.
Edelleen olkoon k3 > ky pienin luku, jolle
(@ 4 Fa )+ ey + o day) (@l g+ ) > S

Néin jatkamalla saadaan sarja, jonka osasummat heilahtelevat luvun S mo-
lemmilla puolilla. T&ta prosessia voidaan jatkaa, silld

oo o]

§ : + _ : § : - _
:L‘k = 0 Ja l’k = Q.

k=1 k=1

Néin saatu sarja on alkuperdisen uudelleenjérjestely. Koska

limz7 =0 ja lim z; =0,

k—o0 k—o0
niin saadun sarjan summa on S. O
N N
Esimerkki 4.52. Sarja Z e saadaan suppenemaan kohti mita ta-

k=1
hansa lukua S jarjestelemélld sen termit uudelleen.

Olkoon esimerkiksi S = 2009. Menetelldan kuten lauseen 4.51 todistuksessa:

1. Valitaan pienin luku k4, jolle

11
I+ -4+

2009.
375 o — 1

87



2. Seuraavaksi valitaan pienin luku ks, jolle

1 | 11 1
14 =i — T — < 20009.
R T S %

3. Sitten valitaan pienin luku k3 > k; siten ,etté

I " oot
3 2% —1 2 4 2%y ' 2k + 1 2ks — 1

> 2009.

o0 -1 k+1
Jatkamalla tdhén tapaan saadaan sarjan Z ———— uudelleenjarjestely, jo-

k=1
ka suppenee ja jonka summa on 2009.

4.4 Vuorottelevat sarjat

Maidritelma 4.53. Sarjaa sanotaan vuorottelevaksi, jos se on muotoa

o0

Z(—l)kJrliL'k =T — Lo +T3—Tg+ ...,
k=1

missé r, > 0 kaikilla k =1,2,...
Huomautus 4.54. Koska

(=D = = (=),

niin riittaa tarkastella vain toista.

Seuraavaksi esitetddn ja todistetaan téirked vuorottelevien sarjojen suppene-
mista koskeva tulos.

Lause 4.55 (Leibnizin lause). Oletetaan, ettd (xy) on vihenevi jono, xj > 0

kaikilla k =1,2,... ja khm xr = 0. Silloin sarja
Z(—l)kHiEk
k=1

suppenee. Jos S on ylliolevan sarjan summa ja s, sen n:s osasumma, NN
seuraava virhearvio pdtee:

1S — s, = ’ 3 (—l)kak‘ < ane1 kaikillan =1,2,...
k=n-+1
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Todistus. Jonon (sq, 1) perdkkaisille alkioille pétee

_ _ 2n+2 2n+1
89(nt1)—1 — S2n—1 = Sopt1 — Sap—1 = (—1) Tony1 + (—1) Ton

= Top+1 — Ton <0,

silld jono (x,,) on viahenevé. Siten myds jono (sa,-1) on vihenevi. Vastaavasti
jonon (sg,) alkioille on voimassa

_ _ 2n+3 2n+2
S9(nt1) — Son = San42 — Son = (—1) Tonyo + (—1) Ton+1

= ZTont1 — T2ng2 = 0,
silld jono (z,) on vihenevi. Téten jono (sa,) on kasvava.
Toisaalta kaikilla n = 1,2,... on voimassa
Son = Son—1 4+ (—=1)*" a9, = s9,_1 — Ty < 951,
silld @9, > 0. Téstéd saadaan (kaikilla n € Z) arviot
Sp S84 < v < S S Sop-1 S Sop-3 v SUST

Siis s; on kasvavan jonon (ss,) yldraja ja s on vdhenevan jonon (sg,_1)
alaraja. Monotonisen suppenemisen lauseen nojalla jonot (ss2,) ja (S2,-1)
suppenevat. Merkitdan

Sl = lim Son—1 ja SQ = lim Son-.
n—oo n—00
Nyt
51 — S2 = hm Son—1 — hm Son = hm (s2n—1 — Sgn) = llm Top = O,
n—00 n—oo n—oo n—o00

joten S7 = S,. Harjoituksen 4 tehtdvan 1 mukaan my6s S = lim s, = 5;. To-

n—oo
distus télle ei ole pitké, joten se on esitetty alla. Olkoon £ > 0 mielivaltainen.
Té&ll6in on olemassa sellaiset n. ja n! € 7., etta

|Son—1 — S1| < e kaikilla 2n — 1 > n, ja
|s2n, — S1| < & kaikilla 2n > n”.

Valitsemalla n. = max{n., n”} ndhdain, etta

|s — S1| < e kaikilla & > n..
Todistetaan lopuksi virhearviota |S — s,,| koskeva tulos. Yll4 esitetyn nojalla
Sop < S < 89,1 kaikilla n = 1,2, ... Néin ollen

|S - 32n| =95 - Son S Son+1 — Son = Tan+1
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ja
|S — sop—1| = Son—1 — S < Sop_1 — Son = Top.
Téaten arvio
|S - 3n| < |Sn+1 - Sn| = Tnp+1

patee kaikillan =1,2,... O
Huomautus 4.56. Leibnizin lauseen tilanteessa sarja suppenee, jos ja vain
jos klim xp = 0: Jos Y (—1)*lz), suppenee, niin klim (—=1)* 1z, = 0, joten
myos klim xr = 0. Toisaalta ehto klim x = 0 siséltyy lauseen oletuksiin.

(=D*

Esimerkki 4.57. Osoitetaan, ettd sarja Z T suppenee.

k=1
Kirjoitetaan
SoCur_ s
koo koo
k=1 k=1

Téssé jono (l) on viaheneva ja kli

k —

lauseen nojalla.

% = 0, joten sarja suppenee Leibnizin
o0

Virhearvio: Kuinka monta termié osasummaan s; on otettava, jotta sum-
man S approksimoinnissa tehty virhe on pienempi kuin ¢ > 07 Jos osasum-
maan otetaan k termié, niin |S — s;| < x441. Edelleen

! < <:>]€>1 1
Tpp1 = —— < € -—1
e -

Jos esimerkiksi ¢ = 0,001, niin & > 999, ja 1000 termi& riittdd varmasti
(véhempikin saattaa riittdéd, mutta sité tésté ei née).

Esimerkki 4.58. Leibnizin lauseen nojalla sarja
$x (1
k=1 k¢
suppenee aina, kun s > 0, silld talloin

1 1 . .
rp=—2>0, xp,=—2>———=1ap1 ja limx;=0.

= k= (k+ 1) e
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- k+2
Esimerkki 4.59. Osoitetaan, etté sarja Z(—l)k% hajaantuu.

k=1

k
Osoitetaan, ettd lim (—1)"

k—oo
man 4.4 nojalla. Jonolla

ei ole olemassa, jolloin sarja hajaantuu lem-

k+2

Ty = (—1)’f%, k=1,2,...

on suppenevat osajonot
21

9321=m—>1, kun ! — oo

ja
20 —1
Toj—1 = _QZ—H — —1, kun | — oo.

Koska ndmé osajonot suppenevat kohti eri lukuja, jono (zx) hajaantuu. Huo-
maa, ettd esimerkin sarja on vuorotteleva ja sen termien itseisarvojen muo-
dostama jono on vidhenevaé.

Y hteenveto sarjojen suppenemistarkastelusta

Tutkittaessa sarjan
oo
>
k=1
suppenemista kannattaa noudattaa seuraavaa strategiaa:

(1) Onko

k—oo

Ellei, niin sarja hajaantuu.

2) Onko x; > 0 kaikilla £k = 1,2,... (tai jostain indeksin arvosta lahtien)?
J
Jos on, niin majorantti- ja minoranttiperiaate vertailusarjoina geometri-

nen sarja tai
=1
>
k=1
Mahdollisesti suhdetesti, juuritesti tai vertailuperiaate.
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(3) Jos termit vaihtavat merkkidin, niin suppeneeko sarja itseisesti?
(4) Onko sarja vuorotteleva ja voidaanko Leibnizin lausetta soveltaa?

(5) Miten sarjan positiivisten ja negatiivisten termien muodostamat sarjat
kayttaytyvat? Onko toinen suppeneva ja toinen hajaantuva?

(6) Muut menetelmét ja kikkakolmoset.
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5 Riemannin integraali

Maéritelma 5.1. Olkoot a, b € R ja a < b. Vilin [a,b] jaoksi kutsutaan
adrellista joukkoa D = {xg,x1,...,2,}, missi

Aa=Tg<T1<x9<...<xy, =0b.

Pistettd xj sanotaan jakopisteeksi ja valia I, = [rp_1, %], K = 1,2,...,n,
sanotaan jakowvdliksi. Lisdksi lukua

[(I) =z — 2p—1,

sanotaan jakovalin I, pituudeksi. Edelleen jakoa D’ sanotaan jaon D tihen-
nyksekst, jos D C D'.

Huomautus 5.2. (1) Dy = {a,b} C D jokaisella vilin [a, b] jaolla D.
(2) Jos Dy ja Dy ovat vilin [a, b] jakoja, niin
D1§D1UD2 ja DgngLJDQ.

Maéritelméa 5.3. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja D = {z, x1,
..., &y} vélin [a,b] jako. Funktion f ylisummaksi jaon D suhteen sanotaan
summaa

€Ty 1,7k

Sp=Sp(f) =3 Ulzirml) sw  f(x)

ja alasummaksi summaa

sp=sp(f) =Y Wy, z]) inf  flx).

TE[TR_1,Tk]

Huomautus 5.4. (1) Téydellisyysaksiooman nojalla ylldolevat supremum
ja infimum ovat olemassa, silld f on rajoitettu.

(2) Ala- ja ylasummille pétee jarjestys sp < Sp, silld

inf f(z) < sup  f(z).

2€lTr-1,71] w€lwp—1,24]

Esimerkki 5.5. f: [0,1] — R, f(z) = z*. Olkoon D viilin [0, 1] tasavilinen

jako jakopisteind z, = %, k=0,1,...,n. Silloin
. . (k —1)2
inf z)= min 2*=-—"
e€ley—1,2x] f() ze[*h, 2] n?
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ja

L2
sup  f(z) = max 2°=—.
T€[Tp_1,78] ze[E=L k) n?
Tasté seuraa, ettd
Sp = Z(Q?k — :lik,l) sup f(x) = — =
k=1 z€[rg_1,7k] =1 n n
1, nn+D2n+1) 1 1 1
n3 Z k o G + - + -

1
Siten Sp — 3 kun n — oo. Vastaavasti

sD:i(:ck—xkl) i f@) =S (’“__21)2%

1, n
P} z€[rg_1,7k] 1

N I (DI

1
ja tiaten sp — 3 kun n — oo. Téasséd on kdytetty summakaavaa

Zk2 +1)(2n+1), n e Zy,

joka voidaan todistaa induktiolla.

Lemma 5.6. Jos D C D', niin Spr < Sp ja spr > sp.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd D' = DU {z'} ja
T < o' < ap,
missé r,_1 ja xp ovat jaon D pisteitd. Nyt

sup  f(z) < sup  f(z) ja  sup f(z)< sup  f(a),

T€[TK—1,7'] T€[TK_1,Tk] €[z’ ,xg) TE€[TK—1,Tk]
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joten

W[zp-1,2])  sup  f(x) +1([2), z]) sup f(x)

z€[TK_1,7] z€[z! ,xk]

<U[ze-1,2'])  sup f(2) +1([2) z])  sup  f(x)

TE€[TK_1,TL] € [TK_1,28]

=@ —wp 1+t —2) sup f(x)
TE[TK—1,Tk]

= ([xg_1,2k]) sup f(z).

z€[Tg_1,28]

Tastéa seuraa, ettd Spr < Sp. Yleinen tapaus saadaan induktiolla. Alasummia
koskeva viite spr > sp todistetaan samalla tavalla. O

Lemma 5.7. Jos Dy ja Dy ovat vilin [a,b] jakoja, niin sp, < Sp,.
Todistus. Olkoon D = D; U Dy (jakopisteet suuruusjirjestyksessi). Télloin

Dy € D ja Dy C D. Lemman 5.6 ja huomautuksen 5.4(2) nojalla saadaan
sp, < sp < Sp < Sp,. [

Olkoon D vilin [a, b] jako ja Dy = {a,b}. Lemman 5.7 nojalla

Sp > sp, = (b—a) inf f(x)

z€la,b]
ja
sp < Sp, = (b—a) sup f(x).
z€a,b]
Siten yldsummien joukko
{Sp | D vilin [a,b] jako}
on alhaalta rajoitettu ja alasummien joukko
{sp | D vilin [a, b] jako}

on ylhaalta rajoitettu. Téydellisyysaksiooman nojalla

I=infSpeR ja [I=supsp €R
D D

ovat olemassa, missé infimum ja supremum on laskettu vélin [a, b] kaikkien
jakojen yli.
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Maééritelmé 5.8. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio sekii Sp ja sp ja-
koa D vastaava yla- ja alasummat. Y14 esiteltyé lukua I = infp Sp sanotaan
funktion f yldintegraaliksi ja lukua I = supp sp funktion f alaintegraalikss.

Lemma 5.9. Jokaiselle vdlin [a,b] jaolle D pitee

sp<I<T<Sp.

Todistus. Olkoot D ja D’ vilin [a, b] jakoja. Lemman 5.7 nojalla
sp < Spr.

Ottamalla oikealla puolella infimum jakojen D’ yli (ja pitdmalla jako D kiin-
nitettyni) saadaan B
Sp < IB/fSD/ = 1.

Vastaavasti ottamalla vasemmalla puolella supremum jakojen D yli saadaan

I =supsp <T.
D

]

Maéritelméa 5.10. Rajoitettua funktiota f: [a,b] — R sanotaan Riemann-
integroituvaksi, jos

Talloin lukua

sanotaan funktion f Riemannin integraaliksi vilin [a, b] yli.

Esimerkki 5.11. Olkoon f(z) = c kaikilla = € [a,b]. Olkoon lisidksi D =
{zo,x1,...,2,} vilin [a, b] jako. Nyt

n

Sp = Z(l’k —xr1) sup f(x)

=1 TE[TK—1,Tk]

3

= c(xp — x—1) = c(xy, — x0) = c(b—a)

ja vastavasti

Sp = Z(l’k —ap-1) inf f(z) =c(b—a).

TE|Tp—1,T
Pt [k—1,7k]
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Nyt siis 3
I=cb—a) ja I=c(b—a).

Télloin f on Riemann-integroituva ja

/ab f(z)dz = ¢(b — a).

Esimerkki 5.12. Osoitetaan, ettd funktio f: [—1,1] — R,

1, kun -1 <z <0,
fz) =
-2, kuin0<ax <1.

1
on Riemann-integroituva valilla [—1, 1] ja lasketaan / f(z)dz.
-1

Olkoon 0 < € < 1. Jaolle D = {—1,0,¢,1} on
Sp=10—(-1)+1le+(-2)(1—¢)=—-1+3¢

ja
sp=10—(=1))+ (—2)e + (=2)(1 —¢) = —1.

Téaten kaikilla 0 < € < 1 on voimassa arvio
—1<sp<I<T<Sp=-1+3

joten I = I = —1. Siis f on Riemann-integroituva ja

/_llf(x) dr = —1.

Huomaa: Epéjatkuva funktio voi siis olla Riemann-integroituva.

Esimerkki 5.13. Osoitetaan, ettd funktio f: [0,1] — R,

)1, xen]o,1],
f(x)_{o, re(R\Q)N0,1].

ei ole Riemann-integroituva.
Olkoon D vilin [0, 1] jako. Jos 0 < a1 < xx < 1, niin

sup  f(x)=1 ja inf  f(z) =0.

TE[TK_1,Tk] x€[x)_1,08]
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Edelleen

3

ja

Sp = ZO(ZL’k - ZL’k_l) = O,

k=1

joten I = 1 ja I = 0. Siten f ei ole Riemann-integroituva. (Funktio f on
kuitenkin Lebesgue-integroituva, Analyysi I11.)

Esimerkki 5.14. Funktio

1 —
r, x=-,n=12...,

f:10,1] = R, f(x):{

0, muulloin,

on Riemann-integroituva ja ep#jatkuva joukossa {1, %, %, ...} (harjoitusteh-
tavd). Riemann-integroituva funktio voi siis olla epdjatkuva ddrettémén mo-

nessa pisteessa.

Esimerkki 5.15. (jatkoa esimerkkiin 5.5) Jatketaan funktion f: [0,1] — R,
f(x) = 2?* tarkastelua. Olkoon D vilin [0,1] tasavilinen jako jakopisteini
xp, =% k=0,1,...,n. Silloin

- nn+1)2n+1) 1
1< 5y = Z
kun n — oo ja
[>sp— (n—1)n(2n —1) . 1’
6n3 3
kun n — oo. Lemman 5.9 nojalla I < I, joten ylli olevan nojalla
[=T=1
- 3

Siis f on Riemann-integroituva ja

1
1

/ 22dr = =,
0 3

Lause 5.16 (Riemannin ehto). Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-
integroituva, jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen vélin
[a,b] jako D, ettd

SD —Sp <e&.
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Todistus. ”=": Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva. Olkoon £ > 0 ja

I:/abf(x)dx.

Koska I = I = i%f Sp, niin lauseen 1.18 nojalla on olemassa sellainen Dy,

etta

— 15 £
SD1<I+§:I+§.

Edelleen I = I = sup sp, joten lauseen 1.17 nojalla on olemassa sellainen
D

Dz,ettéi
3 3
8D2>l—§:[—§.

Olkoon D = D; U D,. Lemman 5.6 nojalla Sp < Sp, ja sp > sp,, joten

SD—SDSSD1—8D2<I+2—I+§I€.

7«<": Olkoon ¢ > 0. Tall6in on olemassa sellainen jako D, etté

Lemman 5.9 nojalla sp < I <[ < Sp, joten

0<I—-—1<Sp—sp<e kaikilla e > 0.

Tallsin I — I =0eli I = I. ]

Huomautus 5.17. Riemannin ehto on hyddyllinen, koska ylé- ja alainteg-
raaleja ei tarvitse osata laskea. Hyvét arviot yléa- ja alasummille riittavét.

Maéritelmé 5.18. Funktiota f: [a,b] — R sanotaan

(i) kasvavaksi, jos kaikilla z,y € [a,b] ehdosta = < y seuraa f(z) < f(y),
(ii) wdhenevdiksi, jos kaikilla z,y € [a, b] ehdosta x < y seuraa f(z) > f(y),

(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai viheneva.

Esimerkki 5.19. Funktio

k> E+1

L fun L <ao<ik=12...
f10,1] =R, flz) = . TERET LS
0, kunz =0,

11

on monotoninen ja ep#jatkuva joukossa {3, 3,...}. Monotoninen funktio ei

siis valttamatta ole jatkuva.
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Lause 5.20. Monotoninen funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on kasvava. Silloin
fla) < f(z) < f(b) kaikilla x € [a, b],

joten f on rajoitettu. Olkoon € > 0 ja D = {xg,x1,...,x,} vilin [a, b] tasa-
vélinen jako, jolloin
b—a
T — Tp—1 — .
n

Koska f on kasvava, niin

sup  f(z) = max f(z) = f(xx)

TE€[Tp_1,Tk] TE[TR—_1,Tk]

ja
sl o I = L uinJ(@) = f@).
T4lloin
Sp—sp =Y (wr —wn1)(f(2x) = f(2r1))
k=1
b—a —
-, Z(f(iﬁk) — f(7x-1))
k=1
~ P20 - f(a))
Siten
SD —Sp <¢g,
kun

(b—a)(f() = f(a)

€

n >
Riemannin ehdon nojalla f on integroituva.

Jos funktio f on véahenevi, viite todistetaan samaan tapaan. Vdhenevin
tapauksen voi késitelld myos kiyttamélla lausetta 5.22(i) funktioon —f =
(—1)f, joka on kasvava. O

Lause 5.21. Suljetulla ja rajoitetulla valilld [a, b] madritelty jatkuva funktio
f:la,b] = R on Riemann-integroituva.
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Todistus. Lauseen 3.30 nojalla f on rajoitettu. Olkoon £ > 0. Lauseen 3.41
nojalla f on tasaisesti jatkuva vilill [a, b], joten on olemassa sellainen § > 0,

etta
S

@) - F)] <
kaikilla x,y € [a,b], |x — y| < 4. Olkoon D vilin [a,b] jako, jolle

T — Tp_1 <0 kaikilla k=1,2,..., n.

Weierstrassin lauseen (lause 3.32) nojalla funktio f saavuttaa suurimman ja
pienimmén arvonsa, joten on olemassa sellaiset yx, zx € [Tx—1, 2x], ettd

flye) = max  f(x)= sup f(z)

el velop 1,04

ja
fz)= min f@)= inf f(x).
TE[TK—1,Tk] TE[Tp—1,Tk)
Nyt
: €
sup  f(x) — inf f(x) = flye) = flze) < :
TE€[TE—_1,Tk] x€lx)_1,71] b—a
silla
|yk — Zkl <xp— 21 < 0.
Nyt
Sp —sp = Z(xk — xk—1)< sup  f(x) — inf f($)>
k=1 CﬂG[ZEk,l,CEk] xe[xk—hxk]
a €
< b_aZ(:Bk—xk_l) =, —(b-a)=c
k=1
Viite seuraa nyt Riemannin ehdosta (lause 5.16). O

5.1 Integraalin perusominaisuuksia

Lause 5.22. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Tdl-
loin
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(i) jos o € R, niin af on Riemann-integroituva ja
b b
/ af(r)dr = a/ f(z)dz,
(ii) f+ g on Riemann-integroituva
b b b
[ )+ g@nde= [ @y [ gy
(i11) jos a < ¢ < b, niin f on Riemann-integroituva vdleilli [a,c] ja [c,b],

sekd
[ rwar= ["swars [ wan,

(v) jos f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b], niin

/abf(x) dr < /abg(x) dzx,

(v) |f| on Riemann-integroituva ja

[ rwarl < [rwiar

Todistus. (i) Tarkastellaan funktiota af: [a,b] — R, (af)(x) = o - f(zx),
missd a # 0 (tapaus a = 0 on selvd). Olkoon D vélin [a, b] mielivaltai-
nen jako. Silloin

Splaf) =Y (v —zp_1) sup (af)(z)

z€[rg_1,7k]

M- 11-

(rg — zk—1) sup af(z)

k=1 z€[w)_1,78]
=D (@ —ap1)a sup  f(x)
k=1 €lw)_1,71]
=a ) (rp—xK_1) sup f(x)
1 TE[TE_1,Tk]
= CYSD(f)
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Vastaavasti sp(af) = asp(f).

Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Koska f on integroituva, niin Riemannin
ehdon (lause 5.16) nojalla 16ytyy sellainen vilin [a, b] jako D, etti

€

Sp(f) —sp(f) < o
Nyt

Sp(af) = splaf) = aSp(f) —asp(f) = a(Sp(f) — sp(f))
<a-—=c¢.

Riemannin ehdon nojalla of on integroituva. Edelleen kaikilla ¢ > 0

péatee
’ 5
[ ar@)as < sutan) = aspln) < also() + )
b
< Oé/ f(z)dx +e.
Téaten , .
/ af(x)dr < a/ f(z)dz.
Toisaalta
b
o [ ra)ds <asn(r) <aso(f) + =) = soaf) +
< /baf(x)dx+€.
Siten

o [ 1@< [ase,

a

joten yhtasuuruus pétee.

(ii) Viitteen todistamisessa tarvitaan seuraavia aputuloksia: Olkoon A C
[a,b], A # 0. Téllsin

sup(f(z) + g(x)) < sup f(z) + sup g(x)

T€EA TEA T€A
. o .
inf (f(2) +g(x)) = inf f(2) + inf g(z).
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Niistd ylemmén epéayhtilon todistus oli harjoituksen 1 tehtdvéssé 5 ja
alempi todistetaan vastaavasti.

Olkoon D vilin [a, b] jako, jolloin

(tp —2p—1) sup  (f+g)(z)

x€[w)_1,78]

Sp(f+g)=

Eoad
3 |l 3
—

< (xk—xk-l)( sup  f(z)+ sup 9(@>

k=1 TE€[Tp—1,25] TE€[TK—1,75]

n

= (e —ax-1) Y, sup  f(x)

1 TE[TK—1,71]
+ 3 (tp— @) sup g(x)
k=1 x€[w)_1,78]

= Sp(f) + Sp(9)-

Vastaavasti saadaan

sp(f +9) = sp(f) +sp(g).
Olkoon ¢ > 0. Koska f ja g ovat integroituvia, niin Riemannin ehdon
(lause 5.16) nojalla on olemassa sellaiset jaot Dy ja Do, ettd
€

SD1(f> _SDl(f) < 5

ja
Spa(9) = su(9) < 5
Olkoon D = Dy U Ds. Silloin lemman 5.6 nojalla
Sp(f+g) —sp(f+9g) < Sp(f) +Sp(g) —sp(f) —snlg)
S SDI (f) — SDy (f) + SDQ(g) - SDz(g)

<S4t ¢
2 2 7

joten Riemannin ehdon nojalla funktio f + g on integroituva. Lisdksi
lemman 5.6 nojalla

b
/ (f(2) + g(x)) dz < Sp(f +9) < Sn(f) + Sn(g)

< Sp,(f) +Sp,(g) < sp,(f) + % + sp,(9) —1—2

g/abf(a:)dx+/abg(:v)dx+5
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ja
b
/ (f(2) + 9()) dz > sp(f + ) = sp(f) + 5p(9)

> sp,(f) + sp,(9) > Sp, (f) — % +5p,(9) _g

z/abf(x)d:c+/abg(:c)dx—5.

Té&sta seuraa, etté
b b b
[ U@+ g@yds= [ f@des [ ga)d.
Loput kohdat todistuksesta jatetddan harjoitustehtéviksi. O

Mairitelmé 5.23. (tdydennys integraalin mééritelméan) Jos f: [a,b] — R,
a < b, on Riemann-integroituva, niin asetetaan

/baf(x)dx:—/abf(x)dx

/f(x)d:c:O, a<c<hb.

ja

Huomautus 5.24. Seuraavat kaksi asiaa ovat mukana ldhinna asiasta kiin-
nostuneille yliméaraiseksi luettavaksi.

Riemannin alkuperdinen mééaritelmé poikkeaa hieman esittaméastadmme méaé-
ritelméstéd 5.10: Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja D = {zg, x1,. .., z,} vilin
[a, b] jako. Merkitdan I, = [zx_1, 2k ja

|ID| = max{l(I}) =xx — a1 | k=1,2,...,n}

Luku | D] on siis suurimman jakovilin pituus. Valitaan mielivaltaisesti A\, € I
ja merkitdan

Sp(f; ) = Sp(f. A1, Aaye o An) = 3 U(T) F ()
k=1

ja kutsutaan tdta funktioon f, jakoon D ja vektoriin A = (A1, Ag,..., \,)
liittyviksi Riemannin summaksi. Silloin

SD S SD(f, )\) S SD.
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Maaritellddn uudentyyppinen raja-arvo, kun jakoa tihennetdén: Luku I € R
on funktion f Riemannin summien raja-arvo

I = lim Sp(f, ),

|D|—0
jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté
1Sp(f, ) =1 <e

kaikilla jaoilla D, joilla | D| < § valittiinpa pisteet Ay miten hyvinsi. Voidaan
todistaa, ettd f on Riemann-integroituva jos ja vain jos raja-arvo

|D|—0

on olemassa. Talloin

b
| 1@z = tim Sp(r.)

Téssé siis integraali méaéritelladn summien raja-arvona eikd médritelméassé
tarvita supremumia tai infimumia, mutta vaikeudet ”lakaistaan maton alle”.

Toisena mainittakoon, ettd Riemann-integroituvat funktiot voidaan karak-
terisoida ns. Lebesguen ehdon avulla: Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on
Riemann-integroituva, jos ja vain jos sen epajatkuvuuspisteiden joukko on
nollamitallinen. Tata ei todisteta talla kurssilla.

Joukon A C R nollamitallisuus tarkoittaa sité, ettéd jokaista e > 0 kohti on

olemassa sellaiset avoimet valit ]a,,b,[, n =1,2,..., ettd
A C U Jan, ba[  ja Z(bn —ap) <&.
n=1 n=1

Nollamitallinen joukko voidaan siis peittdé yhteispituudeltaan mielivaltaisen
lyhyilld avoimilla véleilla.

Esimerkiksi (@ on nollamitallinen. Tamé& havaitaan tarkastelemalla jonoa, jo-
ka siséltéad kaikki rationaaliluvut tdsmélleen kerran. Aikaisemmin osoitettiin,
ettéd tdllainen jono, eli bijektio Z, — @, on olemassa. Merkita#in téata jonoa
(¢n), jolloin

Q= U{QH}

106



Esimerkiksi jono

0. 1 -1 112 _2 113 _3
) 19 1 2 27 1 1 3 37 10 1
1 _1 2 _2 3 _3 4 _4 1 _1 5 _5
4> 4030 T 3y 929 T 95 1o 1) 57 57 19 17
kdy. Olkoon € > 0. Nyt
> 15 15
Qg U}Qn_2n+27Q7z+2n+2|:
n=1
ja
= € £ e 2 1
Z (q”+ on+2 o (Qn o 2n+2>> _62 on+2 _62 on+1 <€
n=1 n=1 n=1

Huomaa, ettd vaikka rationaalipisteet ovatkin tiheéssd, ne voidaan peittdd
vileilld, joiden yhteenlaskettu pituus on mielivaltaisen pieni.

5.2 Analyysin peruslause

Perehdytaén seuraavaksi Riemannin integraalin ja derivaatan yhteyteen.

Mairitelma 5.25. Avoimella valilld méadriteltya funktiota f: ]Ja, 0 — R
sanotaan derivoituvaksi pisteessi xo € la,b|, jos raja-arvo

lim flwo + h]i = J(@o) _ f'(20)

h—0

on olemassa. Jos f on derivoituva jokaisessa pisteessd x € ]a, b], niin funktiota
f sanotaan derivoituvaksi vdlilld |a,b|. Talloin derivaatta madrittelee deri-
vaattafunktion f': la,b] — R. Jos f" on jatkuva vélilla |a, b[, niin funktiota
f sanotaan jatkuvasti derivoituvaksi vililli |a, b[.

Huomautus 5.26. (1) Derivaatan méaaritelméssé on siséltad funktion raja-
arvo (mééritelmé 3.10). Sité ei voi laskea sijottamalla h = 0, sillé silloin
joudutaan g—tilanteeseen.

(2) Derivaatan médritelméa voidaan myos kirjoittaa muodossa:



(3) Jos f on derivoituva pisteessi xg, niin f on jatkuva pisteessi zo:

i (1) = fa)) = i L=
= lim f(@) = fo) lim (x — x9) = f'(x0)-0=0

Siis
lim f(z) = f(2o),

T—T0o

joten huomautuksen 3.24 mukaan f on jatkuva pisteessé x;.

(4) Vaikka f olisikin derivoituva jokaisessa pisteessi = € R, niin derivaatta-
funktion f’ ei tarvitse olla jatkuva.

Esimerkki 5.27. Tarkastellaan funktiota f: R — R,

2?sin L, kun x # 0,
flz) = v
0, kun x = 0.

Jos x # 0, niin

1 2

f(x) = 2zsin & + 2*(—227%) cos & = 2w sin & — 2 cos .

Olkoon sitten z = 0. Todistetaan, ettd f'(0) = 0. Olkoon ¢ > 0. Télloin

010 o (S SO) g,

kun 0 < |h| < €. Voidaan siis valita § = ¢ funktion raja-arvon mééritelméassa
3.10, joten f’(0) = 0. Siten derivaattafunktio on f': R — R,

1
ﬁ §|h|<€7

x2 T

22 sin QCosx—lz, kun z # 0,
0, kun z = 0.

Raja-arvoa 1imO f'(x) el kuitenkaan ole olemassa, joten f’ ei ole jatkuva pis-
€Tr—>

teessd, 0. Lisdksi f’ ei ole rajoitettu pisteen 0 ympéristossa, joten f’ ei ole
Riemann-integroituva valilla [—1, 1].

Lause 5.28 (analyysin peruslause, osa I). Oletetaan, etti funktio f: [a,b] —
R on Riemann-integroituva ja asetetaan

F:la,b] = R, F(x) :/ f(t)dt.
Tdlloin seuraavat ominaisuudet pdtevdt.
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(i) Funktio F' on tasaisesti jatkuva vililld [a,b], erityisesti F' on jatkuva.

(i1) Jos f on jatkuva pisteessi x € |a,b[, niin F' on derivoituva pisteessi x
ja

Todistus. (i) Olkoot =, y € [a,b], € > 0 ja M = sup |f(u)|. Oletetaan
u€[a,b]
ensin, ettd < y. Lauseen 5.22 kohtien (iii) ja (v) avulla saadaan

/:f@) dt — /ayf(t) ai| = /:f(t) a

< [C1r0lat < My - ) = My~ o] <=

|F(x) = F(y)| =

kun |z —y| < . Tapauksessa © > y saadaan vastaavasti

g
M+ 1
|F(z) — F(y)] < My — z| <e,

Valitsemalla § = saadaan

£ £
M+1 M+1
|F(z) — F(y)| <e kaikilla |z — y| < 0.

kun |z —y| <

Taten F on tasaisesti jatkuva valilla [a,b] (mééritelmé 3.38) ja myos
jatkuva vélilld [a, b] (huomautus 3.39 (2)).

(ii) Jos F' on derivoituva pisteessé x, niin

x+h x z+h
T fmde 1
o) = Jimy h S, SO
1 x+h
Osoitetaan, ettd }lLin% 7 f(t)dt = f(z). Nyt

T

E / " a- f@) =z / " - f(w))at]

1
<
Id

x+h
JARECENIOEY)

Koska f on jatkuva pisteessd x, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa
sellainen 0 > 0, etté

|f(z) = f(t)] < g, kun |z —t| < 0.
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Jos 0 < |h| < 9, niin myds 0 < |z —t| < |h| < I ja siten

z+h

1
— dt‘ Bl < e.
@) = Ol de] < -5 bl <

Siten
_}zlféh/ fle)dt = f(@)

]

Huomautus 5.29. (1) Muista, ettd funktion f: [a,b] — R integraalifuktio

on sellainen jatkuva F': [a,b] — R, ettd F'(z) = f(x) kaikilla z € |a, b|.
Viite (ii) edellisessd lauseessa tarkoittaa, ettd jos f on jatkuva koko
vililld [a,b], niin F(z) = [ f(t) dt on funktion f yksi integraalifunktio.
Lause antaa siis kelnon méadrittda annetun funktion integraalifunktio.

Vaikka lause 5.28 antaa funktion F' olemassaolon, niin aina téta ei pysty
esittamédn helposti. Esimerkiksi, jos f: [-1,1] = R, f(z) = e, niin
lauseen 5.28 mukaan on olemassa sellainen funktio F': [—1,1] — R, etta
F'(z) = f(z) kaikilla z € [—1,1]. Kuitenkaan tdmé funktio

el ole esitettavissa alkeisfunktioiden avulla.

Lauseen 5.28 jalkimméisessi viitteessd integraali alkaa funktion f méaé-
rittelyvilin alkupisteestd, mutta tdmé ei ole valttaméatonté: Jos ¢ € Ja, b],
¢ < x < b ja lauseen 5.28 muut oletukset ovat voimassa, niin

/jf(t)dt:/:f(t)dwr/jf(t)dt

(tapaus = < ¢ < b todistetaan vastaavasti). Tassé [ f(t)dt on vakio
muuttujan x suhteen, joten

%/3@&:0ﬁ%/ﬂwmzﬂm=ﬂm

Esimerkki 5.30. Tarkastellaan ns. Heavisiden funktiota f:[—1,1] — R,
missé,

0, kun -1 <2 <0,
flx) =
1, kuin0<z<1.
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Télloin f on Riemann-integroituva vélilla [—1, 1] ja

F(x):/jf(t)dt:{o, kun —1 < x < 0,

r, kun0<x <1.

Nyt F'(x) = f(x), kun x # 0, mutta F ei ole derivoituva pisteessi 0. Funk-
tiolla f ei ole integraalifunktiota.

Lause 5.31 (analyysin peruslause, osa II). Jos F': [a,b] — R on sellainen
derivoituva funktio, ettd

F'(x) = f(z) kaikilla x € ]a,b|

ja f on Riemann-integroituva vdlilld [a,b] (vilin padtepisteissi f voidaan
mdadritelld miten halutaan), niin

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Todistus. Olkoon £ > 0. Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellainen vilin
[a,b] jako D = {xg,z1,...,x,}, ettd

SD(f) — SD(f) < €.

Viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen Ay € |xp_1, x|, ettd

F(zy) — F(azp—1) = F'(A) (@r — 2p-1)
= fOw)(@p —21), k=1,2,...,n

Nyt

Tasté seuraa, etti

Toisaalta



Nyt .

[ 1@ < So(f) < spl) +2 < FO) - Fla) +¢
ja toisaalta

[ 1@z s5o0) > 50— = F) — Fla) —=

Siten ,
/ flz)dx — (F(b) — F(a))| <e.

Koska tdama pétee kaikilla € > 0, saadaan viite. O

Huomautus 5.32. Lause 5.31 antaa keinon laskea tiettyjen funktioiden in-
tegraaleja. Lause 5.31 esitetddn usein seuraavassa muodossa: jos f: [a,b0] — R
on jatkuvasti derivoituva, niin

f(2) = fla) + / o 2)

Vilin paatepisteissi derivaatan arvoksi tulevat toispuoleiset derivaatat.

Esimerkki 5.33. Esimerkkejd lauseen 5.31 kéytosta.

21 2 1 1
/1x2 v /1 x 2+ 2
(

Lausetta 5.31 voidaan kiyttdd, koska f: [1,2] — R, f(z) = % on (suljetulla
vililla) jatkuva.

Oikea kdytto:

Vidrd kaytto:

Vastaus on jérjeton, silla z% > (0, mutta integraali on negatiivinen. Nyt

Lausetta 5.31 ei voida kiyttdd, koska f: [-1,1] — R, f(z) = Z ei ole
integroituva.

Esimerkki 5.34. (1) Yhtilod (2) ei voi kdyttad epadjatkuville funktioille.
Olkoon esimerkiksi

0, kunx <0,
1, kun z > 0.

f:10,1] = R, f(x):{
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Nyt f'(x) = 0, kun = # 0. Derivaattaa f'(0) ei kuitenkaan ole olemas-
sa, cikdl siten integraaleja [*, f/(t)d¢, kun z > 0. Toisaalta, jos f'(0)
médritellddn miten tahansa, niin [, f'(t)dt = 0 kaikilla z € [-1,1].
Erityisesti

+/1f’(t)dt:0#1=f(1),

eikd yhtélo (2) ole voimassa.

(2) Yhtals (2) ei valttamétta ole voimassa vaikka f olisi derivoituva jokai-
sessa pisteessa:

2 i 1
x®sin -, kun x # 0,
R —=R, f(z)= v
/ /(@) {0, kun x = 0.
Tamé esimerkki oli aikaisemmin esilld. Nyt f on derivoituva, mutta de-
rivaatta f ei ole rajoitettu pisteen 0 ympéristossa eikd f’ ole Riemann-
integroituva. Téssd tapauksessa derivaatta f’ ei ole jatkuva pisteessi
x = 0.

Todistetaan tdmén luvun lopuksi vield osittaisintegrointikaava. Sitd varten
tarvitaan seuraava lemma.

Lemma 5.35. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita.
Tilléin funktiot f? ja fg ovat Riemann-integroituvia.

Todistus. Osoitetaan ensin, etti f* on Riemann-integroituva. Koska f on
integroituva, se on rajoitettu ja on olemassa sellainen M > 0, etta |f(z)] < M
kaikilla x € [a, b]. Olkoon £ > 0, jolloin Riemannin ehdon nojalla on olemassa

sellainen vélin [a, b] jako D = {xg,...,x,}, ettd
£
Sp(f) = so(f) < 537

Jos x, y € [x_1,x1], niin

Fi@) = £y < 1) = )l = 1f@) = fWIIf @) + f)
[f(x) = fy)2M <2M  sup  |f(z) = f(y)]

T, y€[zr_1,7]

= 2M( sup  f(xz)— inf f(y))

TE[TE_1,Tk] YE[TK—1,Tk]

<
<
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Kaytetddn tassa esiintyville sulkulausekkeelle merkintéé ¢y, jolloin

() < 2Mey, + £ (y) kaikilla z, y € [xg_1, %]
—  sup fi(x) <2Mcyp + f2(y) kaikilla y € [zg_1, T]

TE[TR_1,Tk]

—  sup fi(z) <2Mep + inf  f2(y).

r€[Tg—_1,7k] YE[TK—1,2k]
Titen sup f2(z)— inf  f*(y) < 2Mcy, ja saadaan
TE[TR_1,Tk] YE[Tp_1,Tk]

Sp(f3) =so(f) = Y Wzerad)( swp fAa)— _inf  f2y))

TE€[TK_1,Tk] YE[TE—1,Tk]

<

l([ZL'k_hZL'k])QMCk = ZMZZ([ZL’k_l,ZL’k])Ck
k=1

_ 2Mil([m—1;$k])< sup  f(x)— inf f(y)>

k=1 TE[TE—_1,Tk] YE[TK—1,2k]

X Bl
Il 3 3
— —

= 2M (Sp(f) = sp(f)) < 2M 57 =,

Riemannin ehdon mukaan funktio f* on integroituva vililli [a, b].
Funktiota fg koskeva viite seuraa siitd, etté
fx)g(z) = 1 ((f(x) + g(2))* = (f(2) — g(2))*)

kaikilla z € [a,b]. Kdyttdmilld funktioiden (f + g)? ja (f — ¢)? integroitu-
vuutta sekd lauseen 5.22 kohtia (ii) ja (i) saadaan jilkimmaéinen véite. [

Lause 5.36 (osittaisintegrointikaava). Oletetaan, etti u, v: |a,b] — R ovat
jatkuvia ja vdlilli |a, b] derivoituvia funktioita ja ettd v’ ja v' ovat Riemann-
integroituvia valilld [a, b] (vilin pddtepisteissd u' ja v' voidaan mdadritelld mi-
ten halutaan). Silloin

/ w(z)v'(z) de = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(z) de.

Todistus. Mééritellaan f: [a,b] — R, f(z) = u(x)v(z). Télloin

f(x) = u(x)v(z) + v (z)v(x) kaikilla x € ]a, b].
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Lemman 5.35 nojalla f on Riemann-integroituva vélilla [a, b]. Lauseiden 5.31
ja 5.22 (ii) nojalla

1) f0) = | ) de = / () () de + / " (2o(e) de,

mista viite seuraa. O
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6 Epiaoleelliset integraalit

Luvussa 5 mééritelty Riemannin integraali toimii vain rajoitetuille funktioil-
le, jotka on méaritelty suljetulla ja rajoitetulla valilla.

Esimerkki 6.1. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) =
eikd médrittelyvéli ole suljettu. Olkoon 0 < ¢ <
vélilla [e, 1], niin voidaan tutkia raja-arvoa

\/LE' Nyt f ei ole rajoitettu,
1. Koska f on integroituva

1

1 1
li —dx = 1i 2 = lim 2(1 — = 2.
c—lg}i- c T v c—lgl-&—/c \/5 c—lgl-F ( \/E>

Huomaa, ettd kuvaajan rajoittama pinta-ala on luonnollista tulkita Riemann-
integraalien rajana.

Olkoon f: [1,00[ = R, f(z) = \/LE Nyt f on rajoitettu, mutta méarittelyvali
ei ole rajoitettu. Olkoon ¢ > 1. Koska f on integroituva valilld [1, ¢, niin
voidaan tutkia raja-arvoa

1 C
lim —dz = lim / 2v/z = lim 2(y/c — 1) = oo.
1

c
c—oo [y \/E c—00 c—00

Maidritelma 6.2. Olkoot a € R U {—o0}, b € R, a < b. Jos funktio
f: ]a,b] — R on integroituva vélin ]a, b] jokaisella suljetulla ja rajoitetul-
la osavililld ja jos raja-arvo

b
cliIUILlJr/c f(x) dl’

on olemassa, niin sanotaan, etté epdoleellinen integraali f; f(z)dz suppenee

ja madritelldan
b b
/f(:c)d:c: lim/f(:c)dx.

c—a+

Jos raja-arvoa ei ole olemassa, niin sanotaan, ettd epdoleellinen integraali
f; f(z)dz hajaantuu. Jos a = —oo, niin merkinélld ¢ — a+ tarkoitetaan,
ettd ¢ — —oo. Talloin merkitadn

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dz.

CcC——0Q
Cc

Josa € R, b € RU {0}, a < b, niin epéoleellinen integraali fabf(a:) dx
maédritellddn samaan tapaan.
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Esimerkki 6.3. (1) Suoraan saadaan

/ e "der=lim [ e *dr= lim / —e "dr=lm(l—e°) =1
0 0

C—00 0 C— 00 C— 00

(2) Lauseen 5.36 nojalla
< ) c ) c 1 ‘<
/ ze ¥dr = lim ze ¥dr = lim (———i———l—/exdx)
1 c—oo g c—00 ec e 1

. ( c 1 1 1) 2
=lm(——+-—4+—-——— ) =-.
c—00 e’ (& e e¢ (&

Lause 6.4. Integraali

suppenee, jos ja vain jos s < 1.

Todistus. Olkoon 0 < ¢ < 1. Jos s # 1, niin

1 1
1 1

“Sdr = 1-s _ 1 — 1—5.

/Cx x —1_Sc T 1—3( c )

Jos s < 1, niin

1 1
1_S(l—cl’s)—> T kun ¢ — 0+,

ja integraali suppenee. Jos s > 1, niin

1
1—s

(1—c'"%) — o0, kunc— 0+,
ja integraali hajaantuu. Jos s = 1, niin
1 1 1
/ —dx:/ Inx=—Inc— oo, kunc— 0+,
C x C
joten integraali hajaantuu. Siis fol xi dz suppenee, jos ja vain jos s < 1. [

Lause 6.5. Integraali

suppenee, j0s ja vain jos s > 1.
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Todistus. Olkoon ¢ > 1. Jos s # 1, niin

“1 1 ¢ 1
—dr = — / ' = — (' —1).
. T 1—-s/, 1—5

Jos s < 1, niin

1
. (c'™* —1) — 00, kun c— oo,
— S
ja integraali hajaantuu. Toisaalta, jos s > 1, niin
1 1
1_8(01_5—1)—> Pt kun ¢ — oo,

ja integraali suppenee. Jos s = 1, niin

Cl c
/—dx:/ Inz =Inc— o0, kunc— oo,
1 27 1

joten integraali hajaantuu. Siis floo % dx suppenee, jos ja vain jos s > 1. [

Maidritelmé 6.6. Olkoon a € R U {—oo} ja b € R U {oo}, a < b, sekd
d € la,b] kiinted. Olkoon f: Ja,b] — R integroituva vilin |a,b| jokaisella
suljetulla ja rajoitetulla osavililla. Jos molemmat epéoleelliset integraalit

[ w [ rwa

b
suppenevat, niin sanotaan, ettd epéoleellinen integraali / f(z) dz suppenee
a

ja sen arvoksi asetetaan

/abf(x)dx _ /adf(x)dx+/dbf(x)dx.

Huomaa, etté pisteen d valinta ei vaikuta suppenemiseen eiké integraalin ar-
voon. Néin on, silld jos jakopisteind kaytetddn lukuja d; ja dy, missd d; <
ds, miin fadQ f(z)dz = fadl f(x)dz + fdd12 f(z)dx. Tassd jalkimméinen in-
tegraali on tavallinen Riemannin integraali eikd se vaikuta suppenemiseen.
Maaritelméssé esiintyvén jalkimméisen integraalin tapauksessa kiy vastaa-
vasti.

>~ 1
Esimerkki 6.7. (1) Milld arvoilla s € R integraali / — dx suppenee?
0o T’
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Ratkaisu: Epéoleellisuus on seké ala- etté yldrajalla. Kirjoitetaan

< 1 1 > 1
/ —dx = —dx + / —dz.
0o x° 0o Z° 1 xf

1
1
Lauseen 6.4 nojalla / — dx suppenee, jos ja vain jos s < 1 ja lauseen
0 T
6.5 nojalla / — dx suppenee, jos ja vain jos s > 1. Siten integraali
1 xf

<1
/ — dz hajaantuu kaikilla s € R.
0o 7

1
Tarkastellaan integraalia /
-1

! d
ﬁ x.
Epéoleellisuus on seké ala- ettéd ylarajalla. Olkoon —1 < b <0 < c < 1.
Talloin

C 1 C
T
——dz = arcsin ¢ = arcsinc — arcsin 1 = —
9
/0 V1—22 0 2

kun ¢ — 1—, ja vastaavasti

0 0

1 T

——dx = arcsinx = —arcsinb — — arcsin(—1) = —,

[ ==/ (=1

kun b — —1+. Siten

/1 1 q /0 1 (1+/1 1 Qo T

——dx = ——dx —dr==+—-—=7
V1 =22 1 V1 =22 0 V1—22 2 2

Tarkastellaan integraalia / sinz dx. Nyt
0

Cc C
/ sinxda::—/ cosx =1 —cosec.
0 0

Koska raja-arvoa

C

lim [ sinzdr = lim (1 —cosc) =1 — lim cosc

C— 00 0 C—00 C—00

oo
ei ole olemassa, niin integraali / sin z dz hajaantuu.
0
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o0

(4) Tarkastellaan integraalia / e "dx.

—0o0

Esimerkin 6.3 nojalla integraali / e~ * dx suppenee. Toisaalta
0

0 0 0
/ e “dr = lim e “dr = lim / —e "
Cc——00 C——00
—00 Cc C

= lim (e7“—1) = o0,

C——0Q

0
joten / e ¥ dx hajaantuu. Siten

0 0 o)
/ e Tdx = / e dr + / e Tdx.
— 00 —00 0

Huomautus 6.8. Yleisesti

| tade i [ fw)an

00 0 00
/ sinmdx:/ sinxdx+/ sinz dx
—00 —00 0

hajaantuu (ks. ylldoleva esimerkki), mutta

hajaantuu.

Esimerkiksi

C C
lim sinzdr = lim (—cosz) = 0.
c—oo | c—oo [

c c

Lause 6.9 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Olkoon a € R, b € RU{co},
a < b ja olkoot funktiot f, g: [a,b] — R integroituvia jokaisella vilin [a,b|
suljetulla ja rajoitetulla osavdlilli. Oletetaan, ettd 0 < f(z) < g(x) kaikilla
x € [a,b].

b b
(i) Jos majomnttz’/ g(x) dz suppenee, nz’in/ f(x)dx suppenee.

b b
(ii) Jos mz’nomnttz’/ f(z)dz hajaantuu, m’in/ g(x) dx hajaantuu.

Huomautus 6.10. Muunlaisille epéaoleellisille integraaleille majorantti- ja
minoranttiperiaate muotoillaan ja todistetaan samaan tapaan.
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Todistus. (i) Maaritelladan kuvaus F': [a,b] — R asettamalla
:/ f(z)dx kaikilla ¢ € [a, b].

Koska f(z) > 0 kaikilla € [a,b[, niin F' on kasvava muuttujan c
funktio (harjoitustehtdva). Silloin

b
/ f(z) dz suppenee

c—b—

<= on olemassa lim F(c / flx)dz e R

<= F on ylhiilté rajoitettu (vertaa lauseeseen 2.23).

b
Nyt 0 < f(z) < g(x) kaikilla = € [a, b] ja integraali / g(x) dx suppe-

nee. On siis olemassa sellainen M € R, ettéd

/ flz)de < / g(x)dr < M kaikilla ¢ € [a, ],

joten / f(z) dz on rajoitettu ja ylldolevan nojalla se suppenee.
(ii) Jos integraali f;g(x) dz suppenisi, niin kohdan (i) nojalla myos integ-

raali f: f(z) dz suppenee, miki on ristiriita.

Esimerkki 6.11. Tarkastellaan integraalia
[e.9] e—:l}
dx.
|
Epéoleellisuus on seké ala- ettéd yléarajoilla, joten kirjoitetaan
00 oz 1 e T 0 oz
dr = / —dz + / dx
/o vz 0 VT 1 VT

—x

e

dx.
\/§$

1 e % 00
ja tutkitaan erikseen integraaleja / dx ja /
0 1

NZ%

121



e ” 1
Olkoon ensin 0 < z < 1. Téllsin e® < € = 1, joten 0 < —= < —.
! = ' = ) NN
1
1
Lauseen 6.4 nojalla integraali / —— dx suppenee, joten majoranttiperiaat-
0

NG

-

Jz

1
teen nojalla myos integraali / dx suppenee.

0
e—ac

VT

< e *. Olkoon lisaksi

1
Olkoon sitten = > 1. Talloin — < 1, joten 0 <
N

¢ > 1, jolloin

c c 1
/ e_xdmz—/ ev=el—e¢— =, kun c— o0,
1 1 €
oo

o
Siten e~ “dx suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla /
1

—T

NG

dx sup-

1
penee.

- dx suppenee
S .
N PP

Edelldolevan nojalla /
0
Esimerkki 6.12. Tarkastellaan integraalia

o 1
—du.
|
Epéoleellisuus on integroimisvélin yldrajalla. Pisteen 0 ympéaristossa funk-

tiolle T o saada riittdvan hyvid arvioita, joten kirjoitetaan

[e'¢) 1 1 1 00 1
| et [ e [
o Vri4+z+1 0o Va2+axz+1 1 Vri+ax+1
Téssé ensimméinen osaintegraaleista on tavallinen integraali, joka suppenee.
Tutkitaan jalkimmaéisen integraalin suppenemista. Olkoon z > 1. Télloin

Va2 + 141 < V322 = 23, joten

1 1 1
0< — - < —no—.
V3 o T Vael+ar+1
. >~ 11 1 [>1 . . .
Lauseen 6.5 nojalla ——dr=— — dz hajaantuu, joten minorant-
1 3z V31w

o
tiperiaatteen nojalla / dr hajaantuu. Siten myos integraali
1

1
vz +ax+1
dx hajaantuu.

> 1
/o Vit +x4+1
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Maéritelméi 6.13. Olkoot a € R, b € RU {0}, a < b, ja olkoon funktio
f: [a,b] — R integroituva vélin [a,b] jokaisella suljetuilla osavélilld. Jos

fab | f(x)| dz suppenee, niin sanotaan, etté ep#oleellinen integraali fab f(z)dx
suppenee itseisesti.

Huomautus 6.14. Lauseen 5.22 (v)-kohdan nojalla | f| on integroituva vélin
[a, b suljetuilla osavileill4.

Itseinen suppeneminen méaritelliédn muille epéoleellisuuden tyypeille (eli a €
RU{—o0},b € Rjaa € RU{—o00}, b € RU{oo}) vastaavasti, vertaa aiempiin
madritelmiin.

Lause 6.15. Jos fabf(x) dx suppenee itseisesti, niin se suppenee ja

[ @< [

—[f ()] < fx) < |f(2)]

Todistus. Koska

kaikilla = € [a, b], niin
0 < f(x)+|f(2)] <2[f(2)]

b
kaikilla x € [a,b[. Integraali / 2| f(z)| dz suppenee, joten majoranttiperi-

aatteen nojalla .
[ U@+ @

suppenee. Lisdksi

c—b—

= lim [ ((f(z)+|f(@)]) = [f(2)]) dz

/abf(a:)da:: lim /acf(x)da:

c—b— [,
=l [ (@) + 1@ de = Jin [ 7@ ds,
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joten fab f(z) dz suppenee. T#llsin

b c
/f(x)dx‘— lirgl/ f(:r;)dx’ (raja-arvo on olemassa)
= lirgl / f(x) dx‘ (raja-arvo on olemassa)
< lim / fl@)dz  (lause 5.22 (v))

b
= / |f(z)|dz (integraali suppenee itseisesti).
a

]

Huomautus 6.16. Muunlaisille epéoleellisille integraaleille itseinen suppe-
minen madaritelladn vastaavalla tavalla. Lisdksi lausetta 6.15 vastaava tulos
péatee myos muille epéoleellisille integraaleille.

®sinx

Esimerkki 6.17. Osoitetaan, ettd integraali / dx suppenee, mutta

1
el suppene itseisesti.

Olkoon ¢ > 1. Osittaisintegroinnilla saadaan

c . c _ c 1
/ sinz | :/ CoS _/ (= cos ) (__2> e
1 T 1 x 1 T

cosc ‘cosx
=cosl— — — 5 dzx.
.

C

COS T

1
Koska 0 < ‘ ‘ < - kun x > 1, niin majoranttiperiaatteen nojalla
z

*i1cosx
5 dx
1 T

suppenee, joten lauseen 6.15 nojalla

> cosx
5 dx
.

12

suppenee. Tésta seuraa, ettd

“sinx cosc

lim dz = lim (cosl — ) — lim dx
c—oo Jq T c—00 C = Jq x?
* cosx
=cosl — - dz,
1 T
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*sinx
joten / —— dx suppenee.
1 x

Itseinen suppeneminen: Toisaalta

/ smx)d i/lm | sin z| A
™ k (

k—1)m T

DLk ]smx! /

> | sin z| dz
>/ z,m
"2

=2 5" ;Zz — oo,

k._

kun n — oo, silld harmoninen sarja hajaantuu. Raja-arvoa

. sin x
lim
n—oo T

)dx

sin x

oo
ei siis ole olemassa, joten integraali / dx el suppene itseisesti.
1

> sinx

dzx.

Esimerkki 6.18. Tarkastellaan integraalia /

—00

T

Kirjoitetaan

> sinx “lsing Y singz Leina *sinx
dx = dx + dx + dx + dx
o T e T oz 0 T 1 x

ja tutkitaan erikseen osaintegraalien suppenemista. Edellisen esimerkin no-
B
sinx

> sinx
jalla / —— dx suppenee. Vastaavasti integraali / dx suppenee,
1 x

—00

silld kun ¢ > 1, niin

/1 sinmdx:_/C sindeE:/ sm( _dw) / ydt
—c T -1 T -1

Kun 0 < |z < 1, niin [sinz| < [z (PM I), joten 0 < [#22| < 1. Majorantti-
periaatteen nojalla integraalit
1
dx ja /
0

0
/,
suppenevat, joten lauseen 6.15 nojalla integraalit

Y sinz . Lsinz
dx ja dx
1 xXr 0 o
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suppenevat. Koska kaikki osaintegraalit suppenevat, niin mydés integraali
 sinx
/ dz suppenee.
x

—00

Yhteenveto epéoleellisten integraalien suppenemistar-
kastelusta

Tutkittaessa epéoleellisen integraalin suppenemista kannattaa noudattaa seu-
raavaa strategiaa:

(1) Tutki, missé epéoleellisuudet ovat ja méirittele epéoleellinen integraali
rajaprosessin avulla.

(2) Voidaanko rajaprosessissa olevat tavalliset Riemannin integraalit laskea
auki?

(3) Onko integroitava funktio positiivinen? Kokeile majorantti- ja minorant-
tiperiaatetta vertailuintegraaleina

1 00
1 1
/ —dz ja / —dz.
o I 1 x°
(4) Jos integroitava funktio vaihtaa merkki&én, niin suppeneeko integraali

itseisesti?

(5) Suppeneeko integraali jostain muusta syysta?
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7 Funktiojonot ja -sarjat

7.1 Pisteittidinen ja tasainen suppeneminen

Maaritelma 7.1. Olkoon D C R ja olkoon f,: D — R, n=1,2,..., jono
funktioita. Jos raja-arvo

lim £, (z)

on olemassa jokaisessa pisteessi x € D, niin funktiojonon (f,) sanotaan
suppenevan pisteittdin joukossa D. Funktiota

f:D =R, f(z) = lim fu(2)

sanotaan jonon (f,) pisteittdiseksi raja-arvoksi eli rajafunktioksi joukossa D.

Esimerkki 7.2. Olkoon f,: [0,1] — R, fu.(z) = 2", n=1,2,... Osoitetaan,
etta
0, 0<x <1,

1, z=1.

lim f,(x) = {

Koska f,,(0) =0 ja f,(1) =1 kaikillan = 1,2,..., niin

lim f,(0) =0 ja lim f,(1) =1

n—oo n—oo

Jos 0 <z <1jae >0, niin

1
() — 0] =2" <&, kunn>
Inz
joten
lim f,(x)=0.

Huomaa: Vaikka jokainen f, on jatkuva, niin rajafunktio f on epé&jatkuva
pisteessa r = 1:

lim lim f,(z) =0%# 1= lim lim f,(x).

r—1 n—oo n—oo r—1

Rajankéyntien jérjestysté ei siis saa vaihtaa.
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n

Esimerkki 7.3. Olkoon f,,: [0,1] — R, fu(7) = &, n =1,2,... Osoitetaan,
ettd lim f,(x) = 0 kaikilla = € [0, 1].

n—o0

Olkoon € > 0. Silloin

T 1
:—‘S <e, kunn > -.

" 1
n n €

() =0 = |—

n

Nyt f!(z) = "' kaikilla = € [0, 1] (péitepisteissd toispuoleiset derivaatat),
joten edellisen esimerkin nojalla

lim f(x) =

0, 0<x <1,
1, x=1.

Huomaa: Vaikka jokainen f,, on derivoituva ja rajafunktio f on derivoituva,
niin pisteessd x =1

lim fi(z) =1#0= (lim f,(z))"

n—00 n—00
Derivoinnin ja rajankédynnin jirjestysté ei siis saa vaihtaa.

Esimerkki 7.4. Olkoon f, : [0,1] = R, n=2,3,...,

>—t 3“\33“—‘

o

=

Il

|

3

[

8

|

1o
I3 O
AN A

T
T
i

INIA A

Osoita, ettd f(x) = lim f,(z) = 0 kaikilla x € [0, 1].
Ratkaisu: Jos x = 0, niin f,(z) = 0 kaikillan = 1,2,... jasiten f(x) = 0.
Olkoon 0 < z <1 jae > 0. Talloin f,(z) =0, kun x > £ Siten
|fu(z) =0 =0<e, kunn > 2.
Huomaa: Rajafunktio f ja kaikki funktiot f, ovat jatkuvia ja siten Riemann-

integroituvia valilla [0, 1], mutta rajafunktion integraali ei ole integraalien
raja-arvo:

/0 lim f,(z)de =0+# 1= lim fn( )dz

n—oo n—o0o

Integroinnin ja rajankdynnin jarjestysté ei siis saa Valhtaa.
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Funktiojonon pisteittdinen suppeneminen on liian heikkoa jatkuvuuden, deri-
voimisen ja integroimisen kannalta. Tahén tarvitaan vahvempi suppenemisen
késite.

Maéritelma 7.5. Olkoot D C A C Rja f,: A — R, n = 1,2,..., jono
funktioita. Jos

sup [ fu(@) = f(2)] =0, lkunn — o0,
zeD

niin jonon (f,) sanotaan suppenevan joukossa D tasaisesti kohti funktiota

frA—=R.

Huomautus 7.6. Ellei joukkoa D erikseen mainita, niin D = A. Yleensé
néin on. Ylldoleva maéritelmé voidaan kirjoittaa myos seuraavassa muodossa:
Jono (f,,) suppenee joukossa D tasaisesti kohti funktiota f, jos jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen n., ettéa

|fu(x) — f(x)] <& kaikilla z € D jan > n..
Tamé esitysmuoto poikkeaa pisteittdisen suppenemisen mééritelmésté siinéd
suhteessa, ettd saman luvun n. taytyy kelvata jokaiselle z € D.

Esimerkki 7.7. Olkoon f,: [0,27] — R, fu(z) = sin(ne) g
n

Osoitetaan, ettd (f,,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f(x) = 0 joukossa
0, 27].

Olkoon ¢ > 0. Silloin

sin(nx 1
( )‘:E<€,

sup |fn(x) —0] = sup

z€[0,27] x€[0,27] n

kun n > 1. Siten S[ISI; | |fn(x) — f(z)| — 0, kun n — oo, ja suppeneminen
x€|0,2m
on tasaista.

Esimerkki 7.8. Olkoot f,: [0,1] — R, f,(z) =2", n=1,2,... Nyt

f(x) = lim fo(z) =

n—o0

0, 0<x <1,
1, z=1.

Talloin

", kun 0 <z <1,

0, kunz=1.

|[fu(z) = f(2)] = {
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Koska sup z" =1 kaikillan = 1,2,..., niin myos
0<z<1

sup |fn(z) — f(z)| =1 kaikillan € Z,.

0<z<1

Téten jono (f,,) ei suppene tasaisesti kohti funktiota f valilla [0, 1].

Tasainen suppeneminen voi riippua myos méaritysjoukosta D. Tarkastellaan

funktioita f, joukossa [0, 3] eli olkoot f,,: [0,1] = R, fu(z) =2, n=1,2,...

Nyt f(z) = lim f,(z) = 0 kaikilla z € [0, 1] ja

sup [fo(x) — f(a)| = sup o= (5)" <e.

z€[0,1] z€[0,3]

In %
kun n > i ; Siten sup |f.(z) — f(z)| — 0, kun n — oo, ja suppeneminen
meﬂha

n

on tasaista vélilld [0, 3].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jatkuvuus siilyy tasaisessa suppenemisessa.

Lause 7.9. Jos funktiot f,: D — R ovat jatkuvia kaikilla n = 1,2,... ja
jono (fn) suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa D, niin rajafunktio
f on jatkuva joukossa D.

Todistus. Olkoot xg € D ja € > 0. Osoitetaan, ettid olemassa sellainen § > 0,
etta
|f(z) = f(xo)] < e kaikillaz € D ja |z — xo| < 9.

Jokaisella x € D jan € Z, on voimassa |f,(z) — f(x)| <sup|fu(y) — f(y)].
yeD

Kolmioepéyhtalon nojalla

[f (@) = flzo)| < [f(2) = ful@)| + [fu() = fulzo)| + | fulzo) — f(20)]
< 231615 [fay) = FW)] + [fa(z) = fulzo)]

Koska suppeneminen on tasaista, voidaan valita sellainen n. € Z, etta

sup | fn(y) — f(y)| < % kaikilla n > n..
yeD

Talloin erityisesti
(@) = )] € 225+ [fo (@) = fo (o).
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Koska f,. on jatkuva, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd
| fo. () = fn.(z0)| < g kaikilla x € D ja |z — xo| < 4.

Siten

2
|f(x) — fxo)]| < gg + g =¢ kaikilla x € D ja |z — x¢| < 9.

]

Huomautus 7.10. Funktio f on jatkuva pisteessi x, jos ja vain jos f(zg) =
lim f(z). Edelld osoitettiin siis, ettd

Tr—XT0

lim lim f, () = lim f(z) = f(zo) = lim f,(zo) = lim lim f, ()

Tr—Io N—00 T—TQ n—oo r—xo
kun jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f.
Esimerkki 7.11. Tarkastellaan funktiojonoa f,: [0,2] — R, f.(z) = e~nz?

n=1,2,.... Selvisti jokainen funktio f, on jatkuva vélilla [0, 2]. Lasketaan
rajafunktio f: [0,2] — R, f(z) = lim f,(x).

Kun z = 0, niin f,(0) = 1 kaikilla n = 1,2,..., joten f(0) = 1. Kun
0 <2 <2 niin f(z) = lim e = 0. Siis

Fla) = {1, kun x = 0,

0, kun 0 <z <2.

Rajafunktio ei ole jatkuva, joten lauseen 7.9 nojalla suppeneminen ei ole
tasaista valilla [0,2].

Funktiosarjat, kuten lukusarjatkin, mééritelladn osasummien jonojen avulla.
Maéaritelma 7.12. Olkoon f,: D — R, k£ = 1,2,..., jono funktioita ja
olkoon S, (z) = >_p_, fu(z), n = 1,2,... Jos raja-arvo lim S,(z) on ole-
massa jokaisella © € D, niin funktiosarjan Y -, fi(x) sanotaan suppenevan
pisteittdin joukossa D. Funktiota

S:D—R, Sx)= lim S,(x)

n—o0o

sanotaan sarjan summafunktioksi joukossa D. Jos osasummien jono (.S,,) sup-
penee tasaisesti joukossa D, niin sarjan sanotaan suppenevan tasaisesti jou-
kossa D. Summaa

Ru(x)= ) fu(z) = S(x) — Su(x)

k=n+1

sanotaan sarjan (n:nneksi) jaannostermiksi.
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Sarjan suppenemisen tarkastelussa riittda tarkastella jadnnostermia, kuten
seuraava lause osoittaa.

Lause 7.13. Olkoot fr: D — R, k=1,2,... Talloin sarja Y p | fu(z) sup-
penee tasaisesti joukossa D, jos ja vain jos jddnndostermien jono suppenee
tasaisesti kohti nollafunktiota joukossa D. Vastaava vdite pdtee myods pis-
teittdisen suppenemisen tapauksessa.

Todistus. Olkoon S: D — R, S(z) = Y -, fr(x) sarjan summafunktio ja
olkoot S, (z) vastaavat osasummat ja R, (z) vastaavat jadnnostermit. Koska

|S(z) — Sn(x)| = |Ru(2)| = |Rn(x) — 0] kaikilla x € D, (3)
niin lim S,(z) = S(x), jos ja vain jos lim R,(z) = 0 (vrt. huomautus

4.2 (2)). Taten pisteittéistd suppenemista koskeva véite patee. Edelleen yh-
tdalon (3) nojalla

sup [S(z) — Sp(z)| = sup | R, (x) — 0],

zeD €D
miké antaa tasaista suppenemista koskevan viitteen. O
Lause 7.14. Olkoot funktiot fi.: D — R jatkuvia joukossa D kaikilla k € 7. .

Jos > 77, fr(x) suppenee tasaisesti joukossa D, niin summafunktio S(z) on
jatkuva joukossa D.

Todistus. Funktiot S,(x) = >",_, fx(x) ovat jatkuvia kaikillan = 1,2, ..., ja
jono (S,) suppenee tasaisesti kohti summafunktiota S joukossa D. Lauseen

7.9 nojalla summafunktio .S on jatkuva joukossa D. n
Lause 7.15 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, ettd funktioita fr: D — R,
k=1,2,..., kohti on olemassa sellaiset reaaliluvut ar > 0, ettd

|fe(®)| < ar  kaikilla x € D.
Jos lukusarja i ay suppenee, niin funktiosarja i fr(x) suppenee tasaisesti
joukossa D. = =

Todistus. Koska |fx(z)| < ay kaikilla z € D, niin majoranttiperiaatteen no-
o

jalla sarja Y |fi(x)| suppenee kaikilla x € D. Siten sarja ) fr(z) suppenee,
k=1 k=1
koska se suppenee itseisesti. Toisaalta, koska

Ba@) =] Y fi@| < Y 1@ Y a
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
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kaikilla z € D, niin

sup |R,(z)| < Z ar — 0, kun n — oo,

zeD JA—

silla 377 ., ax on suppenevan sarjan jaannostermi. Siten (R,) suppenee ta-
saisesti kohti nollafunktiota, joten sarja » ;- fi(z) suppenee tasaisesti jou-

kossa D. O
. . . cos(kx) .
Esimerkki 7.16. Sarja ~r353 suppence tasaisesti joukossa D = [2,4]:
k=1 N
Koska 2 < z < 4, niin
COS(]CZL‘)’ 1 < 1 1
R3x3 | = k323 — 8 k3

1
(majorantin — tulee olla muuttujasta x riippumaton). Lauseen 4.14 nojalla

8k3
121 > cos(k
sarja — > — suppenee, joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja (kz)
85zt k3 = k3as

suppenee tasaisesti vélilla [2,4].

> k
Erityisesti lauseen 7.14 nojalla summafunktio S(x) = Z C(;:B( 31: )
x

k=1

on jatkuva

valilla [2,4].

7.2 Jonon ja sarjan derivoiminen ja integroiminen

Téamén luvun alussa olleiden esimerkkien nojalla funktiojonon derivoinnin ja
integroinnin jérjestystd ei yleisesti saa vaihtaa rajankdynnin kanssa. Téssé
kappaleessa tarkastellaan niitd lisdehtoja, joiden vallitessa tdma jéarjestyksen
vaihtaminen on mahdollista.

Lause 7.17. Jos f,,: [a,b] — R,n=1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja jono
(fn) suppenee tasaisesti valilli [a, b] kohti rajafunktiota f, niin

b lim f,(z))dz = lim bfn(x) dz.
[ (i )= i

—
n—od a

Todistus. Lauseen 7.9 nojalla rajafunktio f on jatkuva vililli [a, b]. Lauseen
5.21 nojalla jokaisella n € Z., funktiot f, f, ja f. — f ovat Riemann-
integroituvia vélilld [a, b]. Olkoon € > 0. Koska jono (f,,) suppenee tasaisesti
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vélilld [a, b], niin on olemassa sellainen n., etti

sup |fu(z) — f(z)] < bi kaikilla n > n..
z€[a,b] —a

Siten jokaisella x € [a,b] on voimassa

fo(z) — fl2)] < ﬁ kaikilla n > n..

Nyt
b b b
[ h@an= [ f@a|=| [ (hie) - s
’ ’ b b
< [ - f@ldo< [ 75 da
a . b—a
5
= b — =
S b-a) =
b b
kun n > n.. Siten lim [ f,(z)dex = / f(z)dx. O
Lausetta 7.17 vastaava tulos pitee myds sarjoille.
Lause 7.18. Jos f,: [a,b] — R, n = 1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja

sarja Yy po fu(z) suppenee tasaisesti kohti summafunktiota S(x) vdlilld [a,b],
niin S on integroituva vdalilli [a, b] ja

Todistus. Olkoon S, (x) = > ;_, fr(x). Koska jono (S,) suppenee tasaisesti
kohti summafunktiota S(x) = >~ fi(x) vélilld [a, b], niin lauseen 7.14 no-
jalla S on jatkuva vélilld [a, b]. Liséksi lauseen 5.21 nojalla S, S, ja fr ovat
Riemann-integroituvia vélilld [a, b]. Siten lauseen 7.17 nojalla

n—o0 n—oo a

b b noob
/ lim S,(z)dz = lim [ S,(z)dz = lim Z/ fr(z) de.
o n—oo " Ja
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=1
Esimerkki 7.19. Laske summa Z ok
k=1

1 00
Ratkaisu: Olkoon h(z) = Tz = >~ z*, kun |z] < 1. Olkoon lisksi 1 < ¢ <
—T k=0
1. Kun z € [—c, ¢, niin |z|* < ¢ kaikilla k € Z,. Sarja Y -, " suppenee,
joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja Y- z* suppenee tasaisesti vilill
[—c, c]; erityisesti vililld [0, 2] C [—c, ¢]. Lauseen 7.18 nojalla

/ol—ar Z/xdx_z/ k+1
> 1 1
Y L
k=0 k=1

Suoraan laskemalla saadaan

] > 1
dor = —In(l—2)=—-In-=1In2.
0o 1—x 0 9

1
Sit =In2.
1 en > ok n

Lause 7.20. Oletetaan, etti jono (f,) jatkuvasti derivoituvia funktioita f,:
[a,b] — R suppenee pisteittiin kohti rajafunktiota f: [a,b] — R. Jos deri-
vaattajono (f)) suppenee tasaisesti vililld [a,b], niin f on derivoituva ja

f'(z) = lim fl(z) kaikilla x € [a,b)].

Todistus. Lauseen 7.9 nojalla rajafunktio g(z) = lim f/(z) on jatkuva ja

siten integroituva. Lauseesta 7.17 seuraa, ettd

[ o= [t sieae = i fU
kaikilla = € [a, b]. Analyysin peruslauseen osan 11 (lause 5.31) nojalla
| £ttt = 1,0 fula)

kaikilla € [a,b] ja n € Z,. Tésté seuraa, etté

[ otae= tim [ i de = tiw (o) — fula) = 1(0)  fla).

n—oo
a
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Analyysin peruslauseen osan I (lause 5.28) nojalla
f(z) = g(x) kaikilla z € [a, D],

toisin sanoen

i lim fi(z) = lim ifk( ).

dx k—oo k—oo dx

Vastaavasti funktiosarjan derivoinnille on voimassa seuraava lause.

Lause 7.21. Oletetaan, etti funktiot fi: [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoi-
tuvia kaikilla k € Z ja etti sarja’y -, fi(x) suppenee pisteittdin kohti sum-
mafunktiota S vililli [a,b]. Jos sarja >, fr(x) suppenee tasaisesti vililld
[a,b], niin summafunktio S on derivoituva ja

d « . d
d_E fr(z E d_ (x)  kaikilla x € [a,b].
x

k=1 =1

Todistus. Olkoon S, (x) = > ,_, fu(z), jolloin S} (x) = > _;_, fi(z). Oletus-
ten nojalla funktiot S, ovat jatkuvasti derivoituvia vélilld [a, b] ja jono (S,)
suppenee kohti summafunktiota S vililld [a,b]. Lisdksi jono (S)) suppenee
tasaisesti valilla [a, b], joten lauseen 7.20 nojalla S on derivoituva ja

ith()—hmi hmz fk

dl’ n—oo n—oo d.T

Esimerkki 7.22. Osoita, etté

- 1
kak_l = ek kun |z| < 1.

Ratkaisu: Olkoot fi.: |—1,1[ — R, fi(z) = 2*, k =1,2,... Tillsin
9] oo i - -
= = —— kaikill < 1.
,;1 fr(z) == kgox T, leikilla ||

Valitaan sellainen 0 < ¢ < 1, ettd z € [—c¢,c. Nyt fi(z) = kaF~1 ja

k+1)ck o0
| fi(x)] < kc*t. Koska (];FT)lc — ¢ < 1, kun k — oo, niin sarja > kcf™1
c k=1
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suppenee suhdetestin (seuraus 4.29) nojalla. Weierstrassin M-testin nojalla

sarja Y. fi(z) = > ka*~! suppenee tasaisesti vililli [—c,c|. Lauseen 7.21
k=1 k=1
perusteella

;kl‘k ! :kzgafk(ﬂf) = a;fk(ﬂf) = a;wk

:%<1f9&>:(1—1$)2

kaikilla z € [—c¢,¢]. Kun |z] < 1 on annettu (kiinted) luku, voidaan valita
& 1
sellainen c, ettd |x| < ¢ < 1, joten ylli oleva kaava > ka*~! = ﬁ
k=1 -z
pétee kaikilla |z| < 1.
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8 Potenssisarjat

8.1 Potenssisarjan suppeneminen

Miaritelma 8.1. Funktiosarjaa
Z ar(r — x20)F, x€R,
k=0

misséd kertoimet a; € R ja xg € R, kutsutaan potenssisarjaksi. Lukua zy € R
sanotaan kyseisen sarjan keskukseksi. Tissi asetetaan (z — 1) = 1 myds,
kun x = x,.

Huomautus 8.2. (1) Koska potenssisarjan osasummat ovat polynomeja,
potenssisarja voidaankin intuitiivisesti ajatella ”&dédretonasteisena” poly-
nomina.

(2) Jos xy = 0, niin potenssisarja on

o0
E akxk :ao+a1x—|—a2x2—|—~~
k=0

Usein tutkitaan vain tété tapausta, silld yleinen tapaus voidaan palauttaa

tahan.

(3) Potenssisarjan suppeneminen riippuu pisteestd z. Kun z = x¢, niin po-
tenssisarja on
ap+0+0+---,
joten jokainen potenssisarja suppenee ainakin yhdessé pisteessa.
oo

Esimerkki 8.3. (1) Geometrinen sarja Z 2* on potenssisarja, jonka sum-
k=0

S 1

E ¥ = ——  kun|z| < 1.
11—z

k=0

Kun |z| > 1, niin sarja hajaantuu. Sarja on funktion

mafunktio on

potenssisarjaesitys, kun |r| < 1. Huomaa, ettd funktio on mééritelty
kaikilla x # 1, mutta sarjaesitys pétee vain, kun |z| < 1.
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(2)

Sarja

S(z) =Y Ka* =z 442° +272° + -
k=1
suppenee, kun = 0. Kun z # 0, niin S(z) hajaantuu, silli k*z* ei
suppene nollaa kohti. Tédten sarja S(x) suppenee vain yhdessé pisteessa.
Milld luvun x € R arvoilla sarja s
k=1

suppenee?
Ratkaisu: Koska

lim \/ \/ = |z| hm — =0,
k—o0 k~>oo k—oo k

niin juuritestin (seuraus 4.34) nojalla sarja suppenee itseisesti kaikilla
x e R.

© _k
Milld xz € R sarja Z % suppenee?
k=1

Ratkaisu: Koska klim vk = 1, niin

i
o= lal

xk .
?‘ =

ja juuritestin (seuraus 4.34) nojalla sarja suppenee itseisesti, kun |z| < 1.

. k
lim

k—oo

Kun |z| > 1, niin sarja hajaantuu, silla % ei suppene nollaa kohti, kun
k — oo.

o (—1)k

Kun 2z = —1, saadaan vuorotteleva harmoninen sarja k:) , joka
k=1

suppenee Leibnizin lauseen nojalla. Kun x = 1, saadaan harmoninen

1

sarja Z o joka hajaantuu.

=1
o0 k

Siten sarja Y T suppenee, jos ja vain jos —1 < x < 1.
k=1

ok
Milla arvoilla € R sarja Z suppenee.

Ratkaisu: Koska

li k k — L |$|k .
2V | = 2 e =
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niin juuritestin (seuraus 4.34) nojalla sarja suppenee itseisesti, kun |z| <

1. Kun |z| > 1, niin sarja hajaantuu, silla i—g ei suppene nollaa kohti, kun
k — oo.
00 _1 k
Kun 2 = —1, saadaan sarja ) 2
k=1
oo

4.55 nojalla. Kun z = 1, saadaan sarja » 72 joka suppenee lauseen 4.14
k=1
nojalla. Arvot x = +1 saa késiteltyd myos samalla kertaa, silla talloin

!i—z‘ = k% Ja sarja suppenee 1tseisestl.

, joka suppenee Leibnizin lauseen

—
x
Siten sarja Y 2 suppenee, jos ja vain jos —1 <z < 1.
k=1
Lause 8.4 (Abelin lause). Jos potenssisarja

o
ar(r — xo)k
k=0

suppenee pisteessd x = x1 # Ty, Nin se suppenee itseisesti jokaisessa pis-
teessd x € R, jolle
|z — 20| < |21 — 0.

Erityisesti sarja suppenee ndissd pisteissd x.
o0

Todistus. Koska Y ag(r; — x0)* suppenee, niin lemman 4.4 nojalla
k=0

lim ay,(z; — 20)F = 0.

k—o0
Lemman 2.10 nojalla on olemassa sellainen M € R, etta

M

— )| <M — < —
|ar(z1 — m0)"| < |ak| < |21 — 2o|F

kaikilla £ = 0,1,2,...
Olkoon z € R sellainen piste, ettd |z — x| < |x; — x0|. Silloin

T — To| \F
g (@ — 20)¥| < @ — ap|F = M(M>

|21 — ol®

|1 — o
kaikilla £ = 0,1, 2, ... Koska ||:B——x0\| < 1, niin geometrinen sarja
Tr1 — X
(=

i o — ol
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suppenee ja majoranttiperiaatteen (lause 4.20) nojalla >~ |ax(x — x0)*| sup-
k=0
penee. L]

Seuraus 8.5. Jos potenssisarja

[ee)
Z ar(r — xo)k
k=0

el suppene itseisesti pisteessi x = xq, nitn se hajaantuu jokaisessa pisteessd
x € R, jolle
|z — xo| > |21 — 0].

Todistus. Tehddin vastaoletus: Y - a(x—x0)" suppenee pisteessé , missi
|z — 0| > |21 —2]. Silloin Abelin lauseen nojalla >~ ; ax(x1 —x0)" suppenee
itseisesti, miké on ristiriita. O

Maiaritelma 8.6. Potenssisarjan

Z ap(x — o)k

k

o)
=0

suppenemissdteeksi sanotaan lukua

Z ap(r — x0)" suppenee}.

k=0

R= sup{\x — o

Téssé kaytetaan tulkintaa, ettd supremum on oo, jos joukko ei ole ylhaaltéa
rajoitettu. Jos R > 0, niin valid |zg — R, xo + R| sanotaan sarjan suppene-
misviliksi.

Seuraava lause osoittaa, ettd suppenemissédteen méaéritelmé on jarkeva.
Lause 8.7. Olkoon R sarjan

Z ap(x — o)k

k

o)
=0

suppenemissdde.

(i) Jos R =0, niin sarja suppenee vain, kun x = xq.
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(ii) Jos R = oo, niin sarja suppenee itseisesti kaikilla © € R.
(i1i) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee itseisesti, kun |v — xo] < R ja
hajaantuu, kun |z — x| > R.
Todistus. (i) Tehdaan vastaoletus: sarja suppenee pisteessi z1 # . Silloin
o0
R= sup{]x — Zo| ‘ Zak(:c —x0)F suppenee} > |z — o] >0,
k=0
miké on ristiriita.

(ii) Olkoon z € R. Koska R = oo, niin joukko
A= {y eR ‘ Zak(y — 20)" suppenee}
k=0

ei ole rajoitettu. Tdten on olemassa sellainen z; € A, etti |x — xq| <
o
|21 — x0]. Koska 1 € A, niin Y ax(w; — x0)* suppenee, joten Abelin

k=0
lauseen nojalla

Z ag(r — xo)k

k=0

o0

suppenee itseisesti.

(ili) Jos |x—xo| < R, niin luvun R mééritelmén nojalla on olemassa sellainen

r1 € R, ettd |[x — 29| < |21 — 2] < R ja i ar(z1 — 20)* suppenee.
Abelin lauseen nojalla N =
Z ap(z — x0)"
k=0
suppenee itseisesti.
Jos | — x| > R, niin luvun R mééritelmén nojalla i ar(z — xo)*
hajaantuu. .
[
Huomautus 8.8. Kun |z — x¢| = R, niin sarja voi supeta tai hajaantua.

Tama vaatii aina tapauskohtaisen tarkastelun, minké nojalla potenssisarjan
suppenemisalue on jokin vileistd [—R, R|, |- R, R[, [-R, R[ tai |- R, R].
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Suppenemisside voidaan usein laskea helposti suhdetestin (lause 4.28 ja seu-
raus 4.29) tai juuritestin (lause 4.33 ja seuraus 4.34) avulla, kuten seuraava
lause osoittaa.

Lause 8.9. Oletetaan, etti ar, # 0 kaikilla k = 0,1,2,... Jos jompikumpi
raja-arvoista

Qg

lim =R e RU{o0o}, lim
Ak41

1
k—o0 1k/ |a'k:| k—oo

on olemassa, niin tdmd raja-arvo on potenssisarjan

=R e RU{o0}

Z ar(r — xo)k

k

e8]
=0

suppenemissdde.

Todistus. Tarkastellaan ensin juuren raja-arvoa. Oletusten nojalla

|x—x0|

1z — 0| =, 0< R <oo,
klim VN ax(z — z0)k| = klim f{) =10, R = o0,
—00 —

V/laxl 00, R =0, x # x.

Jos 0 < R < o0, niin juuritestin (seuraus 4.34) nojalla sarja

o0
> lar(z — z0)"|
k=0

suppenee, kun %\x — xp| < 1, ja hajaantuu, kun %|x — zo| > 1.

Téten sarja suppenee itseisesti, kun |z — 29| < R. Jos |z — x| > R, niin
R < |x1 — xo| < |z — x0] jollakin z; € R. Ylldolevan mukaan sarja ei suppene
itseisesti pisteesséd x1, joten seurauksen 8.5 nojalla se hajaantuu pisteessa x.
Sarja siis hajaantuu kaikilla |z — 2| > R. Suppenemisséde on néin ollen R.

Olkoon R = oo ja z € R. Talloin on olemassa sellainen kg, etté

1
Vax(z — z0)*| < 3 kaikilla k > ko,

joten sarja suppenee itseisesti juuritestin (lause 4.33) nojalla, ja suppene-
missdde on oco.
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Olkoon R = 0 ja x # . Té&lloin on olemassa sellainen ky, etta
Vag(z — z0)*¥| > 1 kaikilla & > k.

Lauseen 4.33 nojalla sarja

o]
E a( x—xo

k=0

ei suppene itseisesti, ja seurauksen 8.5 nojalla suppenemisséde on 0.

Osamaédrille péatee vastaavasti

0<R<oo
(g (T — @)Y L 1= ol v |
lim | = lim ——— = <0, R = oo,
k—ool ap(x — xg) k=00 {azﬂ 50 R=0, z# z
) ’ )

Todistuksen loppuosa menee vastaavasti kuin juuren tapauksessa, nyt vain
sovelletaan suhdetestid (lause 4.28 ja seuraus 4.29). O

Huomautus 8.10. Lauseen 8.9 raja-arvot eivéit aina ole olemassa, mutta
yleisesti suppenemissidde voidaan mééritelld asettamalla

oo]  (Cauchy-Hadamard).

€ [0,
" lim Sup v/ \ak

k—o00

Tama4 on aina olemassal

Esimerkki 8.11. (1) Geometrinen sarja Y. z* suppenee, jos ja vain jos
k=0
|z| < 1. Nyt a; = 1 kaikilla k, joten suppenemisséide on 1.

(2) Sarjan
25 e
k=0 k=0
1
kertoimet ovat ay I kaikilla & (sopimus: 0° = 1), joten

=k — oo, kunk — oc.

Suppenemissidde on siten oo, ja sarja suppenee itseisesti kaikilla x € RR.
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(3) Sarjan
Z kel
k=0
kertoimet ovat aj = k! kaikilla k& (sopimus: 0! = 1), joten

1
= — —
k+1

ag

0, kun k — oo.

Qr+1

Suppenemisside on 0 ja sarja hajaantuu kun x # 0.

(4) Potenssisarja 2 + x + 2z + 2* + 22* + - -+ on muotoa

o

S nat

k=0
missé

1, kun k on pariton,
ar =
g 2, kun k on parillinen.

Nyt

1< v/]ag| < V2 kaikilla k =1,2,.. .,
joten klim \/ lax| = 1, ja suppenemisside on 1. Huomaa, etté lauseen 8.9

osamadgratulos ei nyt toimi, silla

Qg

B {2, kun k on parillinen,

Apg1 5, kun & on pariton,
ag

Ak+1

joten raja-arvoa lim ‘ ‘ ei ole olemassa.
k—o0

8.2 Potenssisarjan summafunktion ominaisuuksia

Olkoon R > 0 potenssisarjan

Z ar(xr — xo)k

k

o)
=0

suppenemisside. Téassé luvussa tarkastellaan potenssisarjan summafunktion

fileo—R,xo+ Rl =R, f(z)= ap(z — o)"

k=0

ominaisuuksia.
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Lause 8.12. Potenssisarja y o, ar(® — )" suppenee tasaisesti jokaisella
valilli [xo — r,xg + 1], missi 0 < r < R. Sarjan mdadrittelemd funktio f on
jatkuva valilli |xg — R,z + R|.

Todistus. Jos x € [xg — r, o + 7], niin
(2 — @0)*| = lax]lw — wo|" < fag|r*.

Koska xg+7r € Jxg — R, xg + R[, niin sarja suppenee itseisesti, kun z = xq+r.
TAllsin ax(x — x9)* = apr®, joten

o
> lalr
k=0
suppenee. Weierstrassin M-testin (lause 7.15) nojalla sarja >~ a(z—z0)" sup-
k=0
penee tasaisesti valilla [xg — 7, 2o +r]. Funktion f jatkuvuus seuraa lauseesta
7.14. ]

Kun potenssisarja derivoidaan termeittiin, saadaan potenssisarja

Z kay(x — z0)F 1.
k=1

Tutkitaan seuraavaksi tdmén sarjan ominaisuuksia.

Lause 8.13. Termeittdin derivoidun sarjan suppenemissdde on sama kuin
alkuperdisen sarjan.

Todistus. Olkoon R alkuperiisen sarjan suppenemisside ja R’ termeittdin
derivoidun sarjan suppenemisséade.

Osoitetaan ensin, ettd R < R. Jos R’ = 0, niin viite on selvi. Oletetaan,

ettd R > 0. Jos x1 € |rg — R', xo + R'[, niin

> Jkag(zy — x0)* |
k=1

suppenee. Koska

|ar (21 — m0)"| < klax(z1 — 20)¥| = |21 — @ol|kar(z1 — 20)* |
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kaikilla £ = 1,2, ..., niin majoranttiperiaatteen nojalla myos

o0
Z |ar (21 — m0)"|
k=0

suppenee. Siten sarja suppenee itseisesti kaikilla x1 € |xg — R, xo + R'[, joten
R>R.

Osoitetaan vield, etta R < R'. Jos R = 0, niin viite on selvi. Oletetaan
siis, ettd R > 0. Jos @1 € |zg — R, zo + R], niin valitaan sellainen r, etta
|z1 — 20| < r < R. Sarja suppenee, pisteessi © = xy + r, joten

Z apr”
k=0
suppenee. Siten on olemassa sellainen M, etta
lag|r® < M kaikilla k =0,1,2,...
Talloin
M (\:cl — o

|kag(z1 — xo)k_1| < —k

k—1
) kaikilla k= 1,2, ...
.

”
Sarja
SIS
r
k=1

k—1

suppenee, silli sarjan Y kz suppenemissidde on 1 (ks. lause 8.9 tai

esimerkki 7.22) ja |501T;l“0\ < 1. Majoranttiperiaatteen nojalla myds

> Ikar(zy — w0)* |
k=1
suppenee kaikilla z € |xg — R, o + R[, joten R’ > R. O

Jos potenssisarja integroidaan termeittiin, niin saadaan potenssisarja

o

> a ap_
> pyle - = 3 e
k=0 k=1

silla

x x t — k+1
/ ap(t — zo)F dt = ak/ (t = 20) i (z — 20)*.
z0

b kTl k+l
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Kun integroitu sarja derivoidaan termeittéin, niin saadaan alkuperédinen sar-
ja, joten lauseen 8.13 nojalla integroidun sarjan suppenemissdde on sama
kuin alkuperéisen.

Lause 8.14. Jos
f:]ro—R,z0+ R — R, f(z Zakx—xo ,

missd R > 0 on potenssisarjan suppenemissdde, niin funktio f on derivoituva
valilld Jxo — R, vo + R[ ja se voidaan derivoida termeittiin eli

"(z) = Z kay(z — x0)F "t
k=1

Lisdksi se voidaan integroida termeittiin eli

0o CLk; .

Kaikilla ndilld potenssisarjoilla on sama suppenemisside R.

Todistus. Suppenemisséteitd koskevat viitteet seuraavat lauseesta 8.13 ja
viitettd edeltdvéstd huomiosta.

Olkoon summia koskevia véitteitd varten = € Jzg — R, zo + R[. Valitaan sel-
lainen r, ettd |r — z9] < r < R. Lauseen 8.12 nojalla sarjat suppenevat
tasaisesti valilla [zg — 7, 2o + r|. Ensimméinen viite seuraa lauseesta 7.21 ja
toinen lauseesta 7.18. [

Huomautus 8.15. Edellisen lauseen nojalla potenssisarjoja voidaan siis
derivoida ja integroida kuten polynomeja. Lauseen 8.14 tulos pétee myés
madraaméattomaille integraalille (antiderivaatalle):

/f(x)dx:0+

missé C' on integroimisvakio.

oo
)k—i—l

Y

k=0

1
Esimerkki 8.16. Olkoon f: |—1,1[— R, f(z) = 11z Geometrisen sarjan
x

summakaavan nojalla (suhdelukuna —x)
Y
k=0 k=0
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Nyt kaikilla |z| < 1 on voimassa

—dt / Yotk dt = —1’“/ t* dt
o 1+t 0 g( ) 0
karl 56'2 x?)
= —1k e —_ — _
( )k+1 TTg T

k=0

o1
Koska / 171 dt = In(1 4 z), niin saadaan uusi potenssisarjaesitys

00 +1 22 o3
n(1 =r——=4+—=——... < 1.
k:O
Sijoittamalla ylldolevaan sarjaan x = —1 saadaan harmoninen sarja, joka

hajaantuu. Vastaavasti x = 1 antaa alternoivan harmonisen sarjan, joka sup-
penee. Osoitetaan, etté ylldoleva summa péatee myos, kun z = 1 eli etté alter-
noivan harmonisen sarjan summa on In(1 + 1) = In2. Jokaisella n = 2,3, ...

péatee
n—1
1 (=t)"
— = —t)* .
-

Téssé oikealla puolella olevassa summassa on déarellinen maéré termejé, joten
integroimalla vilin [0, ] yli saadaan jokaisella z > —1

T 1 n—1 :L,kJrl T "
W(1+a) = [ ——dt=3 (1) **—Uf/ dt.
k=0 0

o 1+t k+1 1+t

Taten

]2?(1)k m1+x]_(

Osoitetaan, ettd kun x = 1, téssé esiintyvin integraalin raja-arvo on 0, kun
n — oo (vastaava paattely patee muillekin z € |—1, 1]). Integraalissa 14+t > 1

ja saadaan
! 1
| S/ thdt=-—7 -0,
0 1+t 0 n—i—l

kun n — oo. Téten sarja suppenee myos pisteessd © = 1, ja

1+t

k—1

i In(14+1) =In2.

k=1
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Seuraus 8.17. Lauseen 8.14 tilanteessa funktio f on mielivaltaisen monta
kertaa jatkuvasti derivoituva valilli |xg — R, o + R ja

™ (zo) = nla, kaikillan =1,2,. ..
Todistus. Lauseen 8.14 nojalla

f(z) = Z kap(z — x0)"!  kaikilla |2 — 20| < R,
k=1
f(@) = k(k = Dag(z — 20)" 7 kaikilla [z — 20| < R.
k=2
Induktiolla saadaan, etté kaikilla n € Z, pétee

FO ) =3 k(k = 1) (k — n+ Dag(x — 20)* ",

kun |z — x¢| < R. Sijoittamalla x = x, saadaan

f™(zo) =n(n—1)---1-a, =nla,.

Seuraus 8.18. Jos potenssisarjat
flz) = Z ar(z —x0)" ja g(x)= Z b(x — 0)F
k=0 k=0

suppenevat ja esittdvdit samaa funktiota jossain pisteen xog ympdristéssa, niin
ap = by katkilla k =0,1,2,...

Todistus. Oletusten mukaan on olemassa sellainen r > 0, ettd f(z) = g(z),
kun x € |xg — r,xo + r[. Talloin f'(z) = ¢'(x) kaikilla z € |xg —r, 20 + 7] ja
erityisesti f'(xo) = ¢'(zo). Vastaavasti ndhdéén, etta f”(x) = ¢”(x) kaikilla
x € |xg — 1,z + 7] ja erityisesti f”(xo) = ¢"(xo). Induktiolla néhd&én, etta
f™(20) = g™ (z0) kaikillan = 0,1,2,... ja siten

(n) (n)
0 = [ (xo) _ g™ (wo) _ b, kaikillan =0,1,2,...
n! n!
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Edellisen lauseen nojalla potenssisarja f(x) = Y. ap(x — 20)* voidaan (sup-
k=0
pemisvilillain) esittdd muodossa

> £ (g, i
f(x):zf ( >(x—x0).

k!
k=0

Téata esitysta kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteessi xq.

1
Esimerkki 8.19. Olkoon f(z) = T kun z € | — 1, 1[. Laske f(19)(0).
xr

Ratkaisu: Geometrisen sarjan summakaavan nojalla (suhdelukuna —z?)

o0 o0

fla) = (=) =) (=1)fa™
k=0 k=0
=1 —a? a2t — (=D

Funktion f 100. derivaatta pisteessi 0 on f(199(0) = 100!a;90 = 100!(—1)0 =
100!.

Huomaa: Funktio f on mééritelty koko reaaliakselilla, mutta sarjaesitys patee
vain vililla |—1, 1[. Funktiolla f ei voi olla potenssisarjaesitystd koko reaa-
liakselilla, silla sen pitdisi olla sama sarja vélilld |—1, 1] ja seurauksen 8.18 ja
ylldolevan nojalla sarjan pitéisi olla >, ,(—2?)* koko reaaliakselilla. TAm&
on mahdotonta, silla sarja hajaantuu, kun |z| > 1.

Lisdksi integroimalla sarja vélin [0, z], |z| < 1, yli saadaan

T 1 xr 0 T
dt:/ Z(—l)kt%dt=Z(—1)k/ 2% dt
2
/0 1+1 0 k=0 k=0 0
e £C2k+1 £C3 56'5
= —1 = _— — _
k:O( T

o1
Toisaalta / T dt = arctan z, joten saadaan Taylorin sarja
0

o0 p2kH1 23 b
mtanx:Z(—l)k2k+1 :x—g—f—g—..., lz] < 1.
k=0
o= (=) o
Kun z = +1, saadaan sarja Y ST joka suppenee Leibnizin lauseen
k=0
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nojalla. Kuten funktion In(1 + x) tapauksessa, pisteissid x = £1 saadaan

-1
1)* 2" * 1
‘ (= — arctanx ’/ 5 dt‘ < / It dt = — 0,
c~ 2k + 1+1¢ 0 2n+1

3

kun n — oo. Siten sarja suppenee myos pisteessid x = £1, ja

00 p2k+1
arctan x = Z(—l)’“% — kaikilla 1 <z <1
k=0
erityisesti
— =arctanl =
k=0

. Geometrisen sarjan

Esimerkki 8.20. Olkoon f: |-1,1[ — R, f(x) =

summakaavan nojalla (suhdelukuna z)

o0
=2

k=0

— X

joten lauseen 8.14 mukaan kaikilla |z| < 1 pétee

ikx“ :f/(@:%(lix) - (1—11;)2’

- k=2 _  pn . d 1 o 2
D k(k = 1)a _f($)_£<<1—x)2)‘<1—x)3’

k=2

k(k — 1)(k — 2)a" = f"(z) = %<(1 _23;)3> -5 _6x)4.

NE

e
Il

Induktiolla ndhdéaén, ettad yleisesti

- k:—l—n ken, n!

k=0

Esimerkki 8.21. Olkoon f(x) = In(1+ %), x € |—1,1]. Laske f(2°19)(0).

Ratkaisu: Esimerkin 8.16 perusteella

— (—1)*
n(l+ x) Zk—i—l 2" kun 2| < 1
k=0
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Talloin kaikilla |x| < 1 on voimassa

o0 4 6 8

F(z) = In(1 + 2?) 222 2 %+%_%+
1
:0+O~$+1-x2+0-$3+(—§)-x4+...

Seurauksen 8.17 nojalla
f(2010) (O) == 2010‘ as010,

missé aspro on termin 2219 kerroin. Jos 2k + 2 = 2010, niin k& = 1004. Siten

—p)lood g ~2010!

_ _ f £(2010) () —
9200 = 5011 ~ 1005 2 O =~ To05°

2k
Esimerkki 8.22. Olkoon f: R — R, f(z Z =k Sarjan suppenemissiade

on oo ja se suppenee kaikilla x € R (hammtustehtava) Nyt
/ 0k o0k
Fla)=D(X5) =77 = f@)
k=0 k=0

Itse asiassa f(x) = e (ks. harjoitukset; timé voidaan ottaa eksponentti-
funktion méaritelméksi). Koska tehtédvin sarja suppenee kaikilla z € R, niin
lemman 4.4 nojalla klim xk—l,c = 0 kaikilla z € R.

—00 °

Jos annettu funktio f on &drettomén monta kertaa derivoituva jossakin pis-
teen xy ympéaristossé, niin voidaan muodostaa sarja

£ (5, )
AP, (@)
k=0 '

ja tutkia, milloin sarja (4) suppenee ja, jos sarja (4) suppenee, niin onko

X ) (g
f(z) = kE) L) (3 — ).
=0

Taylorin lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta. Sita ei todis-
teta talla kurssilla.

Lemma 8.23 (Integraalilaskennan viliarvolause). Jos funktio f: [a,b] — R
on jatkuva ja funktio g: [a,b] — R on Riemann-integroituva sekd g(x) > 0
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kaikilla x € [a,b] (tai g(x) <0 kaikilla x € [a,b]), niin on olemassa sellainen

¢ € la,b], etti .
/ flag(o)de = 1) [ (o)

Lause 8.24 (Taylorin lause). Jos f on (vdhintddn) n + 1 kertaa jatkuvasti
derioituva vililli |xg — R, zo + R[, R > 0, niin

n ) (g )
k=0

missa
fO(E)

Bl®) =Gy

(33 - x0>n+1

ja ¢ € Jwo, x[ (tai ¢ € |z, 20]).

Todistus. Osoitetaan ensin induktiolla luvun n suhteen, etta funktion f esitys
pitee jaannostermilla

1 x
- / FORD () (2 — )7 . (5)
Kun n = 0, niin analyysin peruslauseen osan II (lause 5.31) nojalla

e :co/f

Oletetaan sitten, etté (5) patee jollakin n € 7, . Osittaisintegroimalla (lause
5.36) saadaan

_ 1 /m FO @) (z — )" de

n+1 (z — 1) nH n+2 r— )"t gy
n' —f n+1 n+1 f )

~ (et 1> f<"+1 (o) (@ — o)™ + Ry (2 >

Téten (5) pétee kaikilla n € Z,.

Oletetaan, ettd x > xq. Silloin integraalilaskennan véliarvolauseen nojalla on
olemassa sellainen ( € |z, x|, ettd

| e == ) [—ar

xo
(SL’ _ 1’0)n+1

= fe(O
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Tapaus z < xy saadaan vastaavasti. ]

1
Esimerkki 8.25. Olkoon f: |—1,1[— R, f(z) = T2 Geometrisen sarjan
-

summakaavan nojalla (suhdelukuna z)

1—=z

flo) =3 ok + T 6 () + Ro(a),

missé

Su() =l+w+a® - +2" ja Ru(r) = —

Jos |z| < 1, niin R, (x) — 0, kun n — oo. Jos |z| > 1, niin R,(z) ei suppene
kohti lukua nolla, kun n — oc.

Seuraus 8.26. Jos funktio f on ddrettomdan monta kertaa derivoituva valilld
lzo — R, xo + R|, niin silla on potenssisarjaesitys talld valilld, jos ja vain jos

lim R,(x) =0 kaikille x € |xg — R,z + R|.

n—oo

Todistus. "<=": Jos lim R,(x) = 0, niin lauseen 8.24 nojalla

— S ® (o)
fa) =3 )

k=0

=" Jos .
f(x) = an(z — o),
k=0

niin seurauksen 8.17 nojalla

Qp = f(k)(l'o) .

k!

Koska sarja suppenee, niin lauseen 8.24 nojalla

n—oo n—oo k

n ) (4 )
lim R,(z) = lim <f(x) — Z / <' )(:c — Zp) ) = 0.
k=0 '
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Esimerkki 8.27. Olkoon f: R — R, f(z) = . Koska f*)(0)
kaikilla £ = 1,2, ..., niin Taylorin lauseen nojalla

e’ —Z—+R

missa

2™ 0 < [¢] < .

Tastd saadaan arvio

n+1
0<|R, < elx\||—
< IBufa)] < o
Koska lim y_' = 0 kaikilla y € R, niin
n—oo MN!
n+1
lim el®! =" 0
n—00 (n+1)!

x xro L—To __ T - 1 - 6550
e’ =ee O—GUZH:E—QZO ?[E—Qfo
k=0 k=0
Liséksi kaikilla x € R on voimassa esimerkiksi
®© 9Nk o 9k 4 6
2 ()% =t ¥ x
k=0 k=0
ja edelleen (huomaa, ettd %(69”2) = 2ze®”)
e 9 2k+1 7
2ze™ =) xk! :2$+2x3+x5+%+---

k=0
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Esimerkki 8.28. Kaikkia mielivaltaisen monta kertaa derivoituvia funktioi-
ta ei kuitenkaan voida esittdd potenssisarjana.

Osoitetaan, etta funktiota

1
e =, x>0,
0, x < 0.

fiR—R, f(x):{

ei voida esittdd potenssisarjana keskuksen xg = 0 ympéristossa. Jos x < 0,
niin f'(xz) = 0. Jos x > 0, niin

1 e~
_1 E
flx)=e 2T
Pisteessid x = 0 toispuoleisille derivaatoille pétee
lim M = lim 0 =0
z—0— x—0 z—0—
ja
— 1
lim M = lim —e_% = lim i =0,
xz—0+ z—0 z—0+ T t—oo el
joten
- fl2) = f0) . flx)
/ o S W) _
For=m= o =M =°
Vastaavasti (2)— £1(0) )
" e xr)— T X _
SO == = ~ == =0,
!
silli lim 2%~ 0 ja
r—0— x
/ -1 3
T O A ]
z—0+ X z—04+ 23 t—oo et

Induktiolla voidaan osoittaa, ettd f(™(0) = 0 kaikilla n = 1,2,... Jos nyt
olisi f(x) = > pe, axx®, niin
1
ap = Ef(’“)(o) =0 kaikilla k=0,1,...

Té&lloin olisi f(z) = 0 jossakin pisteen 0 ympéristossid, miké on ristiriita.

Funktiota, joka voidaan esittdd potenssisarjana jokaisen pisteen ympéaristos-
sd, sanotaan analyyttiseksi. Edellisen esimerkin funktio ei ole analyyttinen,
mutta esimerkiksi funktiot e, sinx ja cosz ovat analyyttisia.
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Esimerkki 8.29. Hajaantuvia (potenssi)sarjoja voidaan kédyttdd joissakin
tapauksissa likiarvojen laskemiseen. Oletetaan, etté sarja T, (z) = > oo, ara”
hajaantuu jokaisella  # 0 jaettéd f(x) = T,,(z)+ Ry (x). Vaikka T, (z) hajaan-
tuu, kun x # 0, niin saattaa l6ytya sellainen n, € Z, ettd virhetermi R, (x)
on pieni. Téll6in saadaan tarkka likiarvo f(z) ~ T,,(z). Olkoon esimerkiksi
flz) = f I et: dt, missd x > 0. Tamé suppenee majoranttiperiaatteen nojalla

(majoranzttina xe ). Toistuvalla osittaisintegoinnilla (integroidaan funktiota
e~! ja derivoidaan funkiota ¢~*) ja induktiolla saadaan

¢ —t 00 0o —t
f<x> = lim / —67 —/ (—t%)(—eft) dt = ze = _/ 6t_2 dt
c—oo [1 1 i

—t

missd Tp,(z) = S (=D Y(k — 1)laF ja R,(z) = (—1)"n!/ ti+1 dt. Sarja
k=1 1

T, (z) hajaantuu jokaisella x # 0 (termin raja-arvo ei ole O)I Kuitenkin

00 e—t o] 1

=n! lim /c—%t_” = (n— 1)!<1>_n = (n—1)lz"

c—00 €T

Merkitsemilld 7, = (n — 1)!z" nihdéin, ettd r,.1 = nla™™! = nar,. Siten

Tnil < Tp, kun nz < lelin < %, jarger >ry, kunne > 1lelin > %

Jos esimerkiksi x = i, niin pienin r, on r4 = % = % =75 ja f(i) ~
(1= Ly 2 8% 0003577,
LOPPU
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