Analyysi 11, syksy 2007
Harjoitustehtavat 11.9

(1) Anna esimerkki funktiosta jonka maarittely joukko on R™ ja maalijoukko on R™.

(2) Anna esimerkki injektiosta, surjektiosta, ja bijektiosta jonka méérittely joukko on R™
ja maalijoukko on R™.

(3) Olkoon (a;)°_ . reaalilukujono. Onko mielekdstéd puhua jonon raja-arvosta?

1=—00

(4) Kirjoita mééritelméd 2.3 siiné erikoistapauksessa ettd n = p = 1 kiyttéen aikaisem-
pien kurssien terminologiaa kun se on mielekastd. Miten maaritelméa téssa tapauk-
sessa eroaa aikaisemmilta matematiikan kursseilta tutusta méaéritelméasta?

(5) Olkoon A n x m matriisi ja b, x sopivat vektorit jotta lauseke F(x) := A x + b olisi
mielekds. Taydennd kuvauksen F maaritelmé, ja laske kuvauksen derivaatta jossain
méarittelyjoukon pisteessé.

Harjoitustehtéavat 10ydét vastaisuudessa kurssin kotisivulta, osoitteessa
http://cc.oulu.fi/~phasto/teach/anal2/.



Analyysi 11, syksy 2007
Harjoitustehtavat 18.9

(1) Osoita, ettd derivointi on lineaarinen operaatio.

2) Todista Lause 3.1.

(2)
(3) Todista valitsemasi véite laatikosta joka on luentomonisteen sivulla 8.
(4)

4) Pyora jonka sdde on 1 pyorii lipsumatta tasolla. Tarkastellaan pistettd, joka on
pyorédn kehalld. Kuinka pitkdn matkan tama piste liikkuu silld aikaa kun pyora pyorii
yvhden kierroksen, eli pyoran keskipiste liikkkuu 27 verran?

(5) Mité jos edellisessé tehtavéssé kiyttdd pyoredn pyorin sijaan neliskulmaista pyoréa,
tai pyora jonka muoto on sdénnollinen n-kulmio? (Tarkasteltava piste voidaan olettaa
olevan jossain kulmassa.)
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Harjoitustehtavat 25.9

(1) Olkoon F(z,y,z,w) = (zy, zw,zz,yw). Laske DF(x,y, z,w).

(2) Oletetaan, ettd F': D — RP on differentioituva kaikkialla D:ssé, ja ettd D on polkuy-
htendinen, ks. s. 31. Osoita, ettd jos DF = 0, niin F' on vakiokuvaus.

(3) Maaritellddn f(z,y) = 2?ysini, kun = # 0 ja f(0,y) = 0. Osoita, cttd f on
differentioituva R?:n joka pisteessi.

(4) Olkoon f kuten edellisessd tehtavissa. Osoita, etta % on méaritelty kaikkialla, mutta
epajatkuva y-akselin kaikissa pisteessé paitsi origossa.

(5) Olkoon F(z,y) = (z*+y? 2* — y?). Tehddan muuttujanvaihto 2 = x +y, w = r — y,
jolloin saadaan uusi funktio F'(z,w). Laske funktion osittaisderivaatat muuttujien z
ja w suhteen.
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(1) Olkoon f(x,y) = z* + y*. Maérittele pinnan z = f(x,y) tangenttitaso ja normaali
pisteessé (1, —1,0).

(2) Olkoon F(z,y,z) = 2° — zy. Tutkitaan pintaa F(z,y,z) = 0. Osoita, ettei pinnalla

ole normaalia pisteessé (0,0,0).

(3) Maéritellddn pallon pinta parametriesitykselld
(0, ¢) — (sin ¢ cos B, sin ¢ sin b, cos ¢),
missd 0 € [0,7/2) ja ¢ € [0,7). Mikd on kuvauksen derivaatta pohjoisnavassa, ja

mitd tdma tarkoittaa geometrisesti?

(4) Tutkitaan pintaa z = —10 + 2% + 2y%. Asctetaan pisteeseen (v/2,2,0) (erittdin pieni)
pallo, ja péédstetddn se pyorimadn pinnalle. Mihin suuntaan pallo ldhtee liikkeelle
(painovoiman vaikutuksesta)?

(5) Laitetaan pallo pinnalle kuten edellisessé tehtévissa. Miké on pallon liikerata?
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Harjoitustehtavat 10.10

(1) Olkoon 3 + y* + 22%y = 0. Laske /.

(2) Vertaa luennolla ja luentomonisteessa annettua joukon C*(D) méiritelmid, ja osoita,
ettd ne madraavat saman joukon.

(3) Laske funktion f(x,y) = sin(xy?) toinen derivaatta ja toisen kertaluvun Taylor sarja.
(4) Laske kuvauksen F(z,y) = (zy,x + y?,ye®) toinen derivaatta.

(5) Osoita, etti jos f € C*(D), niin
f(a+h) =Ti(f,a;h) + o(|h|").
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(1) Tutki seuraavien funktioiden kriittiset pisteet: (a) f(x,y) =
?y?, (b) g(z,y) = Va2 + 42 ja () h(z,y) = z* — ¢

(2) Etsi funktion f(x,y,2) = 22y + 2z* minimi ja maksimi joukossa
{(z,y,2) | 2* + y* + 22 < 1}.

(3) Osoita, ettid jos funktiolla f € C!(R) on #irettémin monta
paikallista minimié, niin silld on darettomén monta paikallista
maksimia.

(4) Anna edellisen kohdan moniulotteinen vastine, ja tutki onko se
tosi.

(5) Olkoon D = {(z,y)|z,y > 0,z +y < 1} kolmio. Anna
esimerkki funktiosta f: D — R jonka ainoa minimi on D:n
sisapiste ja jolla on tdsmalleen kaksi maksimia, molemmat joukon
D reunalla.



Analyysi 11
Harjoitustehtavit 24.10.2007

Vilikokeessa menettettyjd pisteitd voi korvata tekemdlla tehtivdt kirjallisesti ensi vitkon
laskuharjoitustunnille mennessd. Omia vastauksia voi kdydd katsomassa huoneessa M211.
Esittamdlla hyvan ratkaisun voi saada korkeintaan 2 puuttuvaa pistetta per tehtava.

Ja vilikoehan naytti talta:

Ratkaise tehtiavat 1 ja 2...

1. Kuvaus F: R® — R? on madritelty lausekkeella F(z,y,2) = (vy, 2z + x) ja funktio
f: R? — R lausekkeella f(x) = a - x, missd a € R? on vakio. Laske DF(x,y, 2) ja

Vf(x).

2. Olkoon f € C?*(R?), ja oletetaan, ettd 0 on funktion kriittinen piste. M&éritelliéin
g: R — R kaavalla g(z) = f(x,2x). Osoita, ettd 0 on funktion g kriittinen piste. Mita
voit sanoa funktion ¢ kriittisen pisteen laadusta, jos 0 on funktion f (a) minimi, (b)
maksimi, tai (c) satulapiste.

...ja valitse tehtidvista 3 kohta a, b TAI c.

3a. Olkoon F' = (fi, f2), missd f1, fo € C*(R?). llmaise D*(F o F) funktioiden f; and fo

osittaisderivaattojen avulla.

3b. Differentioituva funktio f: R™ — R on tunnetusti jatkuva, toisaalta osittaisderivaat-
tojen olemassaolo ei vield takaa funktion differentioituvuutta.
Onko kuitenkin totta, ettéd kaikkien osittaisderivaattojen olemassaolo riittas takaa-
maan funktion jatkuvuuden? Perustele vaitettéasi.

3c. (Esseetehtivi) Kuvaile periaatteita joita voidaan kdyttda derivaatan méérittelyssi
kuvaukselle F': R* — RP. Mistd ldhdetdan? Miten tiedetdén annettu maaritelma
jarkevéksi?

Huom! Esseetehtavissid noudatetaan aineen kirjoittamisen tavanomaisia sdantojé, eli kiyte-
taan kokonaisia virkkeitd, aloitetaan johdannolla, jne.



Analyysi II, syksy 2007
Harjoitustehtavat 31.10
(1) Olkoon S niiden pisteiden (z,y) joukko, joille 2z* + 3y* = 1.
Miki on funktion f(z,y) = 2%+y? suurin ja pienin arvo joukossa
S?

(2) Olkoon f(z,y) = x*y* ja D = [0,1] x [—1,1]. Laske / f.
D

(3) Anna esimerkki funktiosta, joka ei ole integroituva.

(4) Osoita, etté jos f ja g ovat integroituvia suorakaiteessa D, niin
/U+m=/f+/g
D D D

(5) Todista, etta jos f on jatkuva, niin se on integroituva.
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Harjoitustehtavat 7.11

(1) Olkoon f: [0,1]*> — R funktio, jolle f(z,y) = 1 jos x tai y on
rationaaliluku, ja f(x,y) = 0 muuten. Onko f integroituva yli
joukon [0, 1]2?

(2) Olkoon D = {x € R?: |x| < 1} yksikkokiekko. Laske/ Ld(z,y).
D
Miksi kyseinen funktio on integroituva?

(3) Olkoon 0 < a < b ja olkoon D kolmio, jonka kérjet ovat pisteissa
(a,a), (a,b) ja (b,a). Laske / v? — 2 d(x,y).
D

(4) Olkoon D alue joka koostuu pisteista (x,y) joille
x>0, 2+ >1jaa®+y* <2
Laske [, f(z,y)d(z,y), kun
a) f(z,y) =z, b) flz,y) =y

(5) Olkoon D kuula jonka sdde on 2. Porataan D keskipisteen
lapi rekia jonka sdde on 1. Miké on jéljelle jaavan kappaleen
tilavuus?
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(1) Laske /xdxdy kun
s

S={(z,y) eR*|z>0,y>0,1<a2*+(2y)? <4}.

(2) Laske integraali /my dzx dy, kun joukko A on tasoalue, jota
A
rajoittavat suorat x = 0,y = 0 seké kéyrd /z 4+ /y = 1.

(3) Olkoon 7(t) = (t,1%). Laske [ f(z)ds(z). Voit valita funktion
f haluamallasi tavalla.

(4) Oletetaan, ettd f+ g on Riemann integroituva. Seuraako tasté,
ettd kaava

/V(f—i—g)ds://fdst/vgds

(5) Anna esimerkki polusta 7: [a,b] — R?, joka ei ole paloittain

C1, ja laske /yds(a:,y).
8!

pétee?
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(1) Olkoon «(t) = (14t,1 —1t,t%), t € [0,1]. Laske polkuintegraali [ F' - dc, kun

a) F(z,y,z2) = (zy,yz, 2x),
b) F(z,y,z) = (zyz,0,0),

(2) Olkoon L origon kautta kulkeva suora tasossa R? ja olkoon « jokin L:dén siséltyvi
C'-polku. Osoita, etti

/F-dazO, kun F(z,y) = (y, —x).

(3) Annan tésméllinen mééritelmé integraalille [ F - da kun a: [a,b] — R" on polku ja
F: R™ — R" on vektorikentta. Voit kiayttda esim. Riemannin summia.

(4) Olkoon E = % sihkokentti joukossa R? \ {0}. Olkoon D C R? (sopivan siin-
nollinen) alue. Laske f op B - dr, eli sihkokentan tekemé tyo, kun hiukkanen liikkuu
suljetulla radalla.

(5) Olkoon D x-simppeli alue. Todista, ettd Divergenssi kaava (—=Gaussin kaava) pétee
tasséd tapauksessa.
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(1) Olkoon F(z,y,z) = (x +y,2,0) ja B, origokeskeinen r-séteinen pallo. Laske

/ F-NdS
9B,

suoraan ja kiyttden Gaubin lausetta.

(2) Todista Arkimedeen laki, eli, ettd veteen upotettuun kappaleeseen K vaikuttava
voima F' on (0,0, pg|K|), missé p on veden tiheys ja g on painovoima vakio.

(3) Laske /F ~dx kun F(z,y,z) = (32%y%2 + 2xy,223%yz + 2% + 2,2%9%) ja y(t) =
v
(cost,sint,t), 0 <t < 7/2.

(4) Tayta kurssin palautelomake, joka ilmestyy verkkoon torstaina. Palautetta voi antaa
myo0s suoraan Peterille tai Juha-Matille.



