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Esitietoja

Kerrataan joukko-opin peruskésitteet. Olkoon X perusjoukko. Talloin P(X)
on joukon X kaikkien osajoukkojen joukko. Joukkojen A ja B yhdiste on AUB =
{reX|zeAtaize B},jaANB={x € X |z € Ajax € B} on joukkojen
A ja B leikkaus.

Joukon A komplementti A® = {z € X |z ¢ A}, sekii joukkojen A ja B erotus
A\B={zeX|zecAxz¢B}=AnBE

Olkoon [ jokin indeksijoukko ja {A; | i € I} perhe joukkoja, jolloin

i€l el

Harjoitustehtavana on todistaa De Morganin lait:
Olkoon {A; | i € I'} perhe X:n osajoukkoja. Téll6in pétee:

(1) (Ua) =Nt

iel iel
2) (ﬂAi)C:UAE.
iel iel

Olkoot A ja B epéityhjia joukkoja ja f : A — B kuvaus (funktio). Tallin f on

surjektio,: jos f(A) = B, eli jokaiselle b € B on olemassa sellainen a € A,
ettd f(a) = 0.

injektio,: jos kaikille ay,ay € A, a1 # ay, pétee f(ay) # f(ag).

bijektio,: jos f on seki surjektio, etta injektio.

Jos f : A — B on bijektio, niin jokaista b € B kohti on olemassa yksikésitteinen
a € A, jolle f(a) = b. Talloin on olemassa kidnteiskuvaus f~': B — A, f~1(b) =
a.

Maaritelma. Joukoilla A ja B on sama mahtavuus, jos on olemassa bijektio v :
A — B. Tata merkitdan A ~ B.

Helposti ndhdéaén, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio kaikkien joukkojen joukossa.

Esimerkki. Olkoon A = {1,2,...} = Z, ja B = {1,4,9,...}, jolloin B C A,
mutta kuvaus ¢ (n) = n?, n € A, on bijektio A — B. Siis joukot A ja B ovat yhti
mahtavia.

Maaritelma. Joukkoa A sanotaan ddrelliseksi, jos A ~ {1,2,...,m} jollakin
m € Z, =1{1,2,3,...}. Joukko, joka ei ole dérellinen, on ddreton. Adreton joukko
on numeroituva, jos A~ N ={0,1,2,...}, muutoin ylinumeroituva.

Huomautus. Jos A on numeroituva, on olemassa bijektio ¢ : N — A. Télloin
joukon A alkiot voidaan "numeroida” ts. asettaa jonoon ¢(n) = a, aina, kun
n=0,1,2,...

Esimerkki. Harjoitustehtévind on osoittaa, ettd Q on numeroituva. Osoitetaan,
ettd avoin véli |0, 1[C R ei ole numeroituva.

Tehddén vastaoletus: ]0,1[ on numeroituva, eli vilin luvut voidaan asettaa
jarjestykseen [y,ls,... Olkoot [y = 0,a1b1¢1...,lo = 0,asbs¢y...,... lukujen
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l1,1s, ... desimaaliesitykset. Valitaan sellainen reaaliluku y = 0,abc. .., ettd

17 jOS(ll%]., ]-7 jOSbQ%la .
a= i b= _ jne.
2, josa; =1, 2, josby=1,
Télloin y €]0, 1], mutta y # [;,i = 1,2,..., joten vastaoletus on véara. Siis véli

10, 1] ei voi olla numeroituva.
Koska |0, 1] on ylinumeroituva, on myos reaalilukujen joukon R oltava ylinu-
meroituva.

Riemann integroinnin rajat

Aloitetaan palautettamalla mieleen Riemann integraali méaritelmé. Olkoon
siis f: I — R funktio, missd I = (x,y) on reaaliakselin vili. Nousevalle jonolle
r=2zy <21 <...< z, =y madrittelemme ala- ja ylasummat

¢((2)i) = D _ |2 — 21 ot f(2) Ja
=1

2€(Ti—1,%4)
@((zi)?zo) = Z |zi — zi1|  sup  f(2).
i=1 Ze(l‘i_l,l‘i)
Funktio f on Riemann integroituva, jos

S(ir)mﬁ((zi)) = i(gif;@((zi))

y
ja talloin / f(2) dz on méiritelmén mukaan tdméa yhteinen arvo.

Analyysxi I kurssilla on todistettu m.m., ettd jatkuva funktio on Riemann in-
tegroituva. Toisaalta, funktio voi olla integroituva, vaikkei se ole jatkuva, kuten
seuraava esimerkki osoittaa: Mééritellddn f: (0,1) — R kaavalla

flz) = {0, jos x € [0,1]\ Q

= josx=~2LneZmelZ" (n,m)=1

Tama funktio on Riemann integroituva, ja sen integraali on 0. Téssd herdd siis
kysymys, mitkd funktiot tarkalleen ottaen ovat Riemann integroituvia? Téahén
kysymykseen saadaan vastaus yleisemmén teorian melkeinpé sivutuotteena.
Kéytetaan vield edellistd funktiota f funktiojonon (f;) méérittelemiseksi seu-
raavasti. Kun i > 2 asetetaan f;(z) = min{if(x), 1}. Helposti ndhdééin, ettd myos
fol fi(z) dx = 0. Méaritelladn lisdksi foo(z) = lim;_ fi(z). Tastd saadaan, etta

)0, josxe€0,1]\Q
f(x)_{l jos z € [0,1]NQ.

Talle funktiolle ylasumma on aina 1, ja alasumma aina 0. N&in ollen se ei ole
Riemann integroituva. Erityisesti ndemme, ettd seuraava varsin uskottava kaava
el aina pade Riemann integraalille:

b

b
lim [ fi(z) da::/ lim fi(z) da,

1—00 a
eli integroinnin ja raja-arvon oton jarjestystéa ei voi vaihtaa. Toinen kohta paivajar-
jestyksessa on siis sellaisen integraalin maérittelemisen, joka kiyttaytyy paremmin
raja-arvon ottamisen suhteen.



LUKU 1
Mittateoriaa

1. Algebra ja o-algebra

Osoittautuu, ettd hyvi tapa parantaa integraalin toimivuutta, on yla- ja ala-
summan termin |x; — x;_1| yleistdminen. Tadmé termi kertoo annetun vélin pituu-
den. Yleistamisidea on, etté téssa sallittaisiinkin vélid yleisempi joukko.

Ensimméinen idea saattaisi olla sallia vélin sijaan mielivaltainen joukko. Tamé
ei kuitenkaan osoittaudu toimivaksi vaihtoehdoksi, vaan rajoittautuminen n.s. o-
algebraan osoittautuu paremmaksi etenemistavaksi. Tamé on siis se polku jota
nyt ldhdetddn kulkemaan, tavoitteena, parikymmentd sivua myohemmin, uusi,
parempi integraali.

Maaritelma 1.1. Olkoon X joukko ja P(X) sen kaikkien osajoukkojen joukko.
Perhe A C P(X) on algebra eli joukkoalgebra, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(A1) 0 € A.
(A2) Jos A € A, niin A® € A.
(A3) Jos A,B € A, niin AU B € A.

Huomautus. Jos A, B € A ja A on algebra, niin myés ANB € A, silla (ANB) =
(AU B, Vastaavasti myos X € A, silla X = 08 € A.

Jos tiedetdén, ettd A # ), niin (A1) seuraa kohdista (A2) ja (A3), silla ) =
AN A® € A aina, kun A € A.

Jos Ay, A, ..., A, € A, niin kohdan (A3) nojalla A; UA,U---UA, € A.

Maaritelma 1.2. Olkoon X joukko. Perhe I' C P(X) on o-algebra, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:

(SA1) D eT.
(SA2) Jos A € T, niin A e T
(SA3) Jos A; € T" aina, kun i € Z, niin U2, A; € T
Huomautus. Olkoon I' g-algebra. Jos A;, Ay € T" ja A, = () aina, kun k > 3,

niin A; U A; = U2, A; € I'. Néin ollen jokainen o-algebra on algebra. Jos A; € I’
ovat mielivaltaisia, niin N2, A; € T', silla

QA’: ((éAi)")“: (QAE)CGF.

Esimerkki. Olkoon X joukko. Joukko I' = {(), X'} on suppein mahdollinen, ns.
triviaali o-algebra. Joukko I' = P(X) on laajin mahdollinen o-algebra.

Jos X = Z, ={1,2,3,...}, niin ' = {0,{1,3,...},{2,4,...},Z,} on o-
algebra.

Olkoon X euklidinen avaruus R™. Talloin joukko A = {A C X | A avoin} ei
ole algebra, eikd o-algebra, silld yleensid AC ei ole avoin, jos A on avoin.
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8 1. MITTATEORIAA

Lause 1.3. Olkoot I'; i € I, joukon X o-algebroja. Tdlloin myos I' = Nierl; on
o-algebra.

ToDISTUS. Selviisti @ € I'; aina, kun ¢ € I, joten ) € T

Jos A € T, niin A € T; jokaisella i € I. Siis AL € T; jokaisella i € I. Tallsin
Aber.

Jos Ay, Ag, ... € I', niin Ay, Ay, ... € T jokaisella ¢ € I. Télloin U2, A; € Ty
aina, kun i € I, joten U2, A; € T. O

Seuraus 1.4. Jos A C P(X) on mielivaltainen, niin joukossa P(X) on olemassa
suppein o-algebra, merkitiadn T'a, johon A sisdltyy (Ua on joukon A virittdméa
o-algebra).

TobisTus. Joukko
A= ﬂ {T" | T on o-algebra, jolle A C T'} C P(X)
on haluttu o-algebra. U

Maaritelma 1.5. Olkoon X metrinen avaruus. Joukon
A={AC X | A avoin}

virittdmaé o-algebraa sanotaan Borelin joukkoluokaksi ja sen joukkoja Borelin
joukoiksi. Téatd merkitdan B = B(X) = [ 4.

Esimerkki. Olkoon X euklidinen avaruus R" ja S = {B C R™ | B suljettu}. T4l-
16in Tg = T'y = B, silld jos A € A, niin A® € S. Kuitenkaan kaikki avaruuden R™
osajoukot eivit ole Borelin joukkoja.

Tarkastellaan vield erikoistapausta X = R. Jokainen yksio on Borelin joukko,
silla {z} = ((—o0, ) U (z,00))® aina, kun = € R. Koska Q on yksididen numeroi-
tuva yhdiste, niin Q ja Q€ ovat Borelin joukkoja.

2. Mitta

Edelld olemme mééritelleet sen joukkoperheen (o-algebra), jolla haluaisimme
korvata Riemann integraalissa esiintyvét vélit. Seuraavaksi pitdd miettid, miten
korvaamme téllaisilla joukoilla termin |z; —z;_1]|, joka mittasi vélin pituutta. Ylei-
semmin voimme puhua joukon koon mittaamisesta, ja taméa tehddan luonnollises-
ti mitan avulla. Se mitd on jarkeviltd mitta funktiolta vaadittava, selviaéd téssé
luvussa.

Maaritelma 2.1. Olkoon I' o-algebra joukossa X. Kuvausta p : I' — [0, o0]
sanotaan mitaksi joukossa X, jos

(M1) w(A) > 0 aina, kun A € T
(M2) 4 (@) = 0.
(M3) w on numeroituvasti additiivinen, eli

w(Ua) = S

aina, kun A; € ' ja A; N A; = () aina, kun ¢ # j.



2. MITTA 9

Huomautus. Summa Y .-, 1 (4;) on aina mééritelty, mutta se voi olla +ooc.
Ehtoon (M3) siséltyy ns. dérellinen additiivisuus:

M(QAi):iumi),

missd Ay,..., A, € I'ja A;NA; =0 aina, kun i # j.

Jos p: I' — [0,00] toteuttaa ehdot (M1) ja (M3) ja jos p(A) < oo jollekin
A €T, niin

i (A) = p(AUB) = i (A) + 5 (D).

Néin ollen p (0) = 0.
Esimerkki. Olkoon I" = {0, X'}, X # (). Asetetaan p () = 0 ja pu (X) = 1, jolloin
(4 on mitta.

Olkoon X = R"™, xy € R™ annettu piste ja I' = P(R™). Osoitetaan, ettd kuvaus

piT — [0,00]
1, josxge€ A,
p(A) =4 0 1T
0, joszg ¢ A,

on mitta. Selvésti u(A) > 0 aina, kun A € T'. Lisdksi p(0) = 0, silld xy ¢ 0.
Olkoot nyt Ay, Ay, ... C R erillisid. Jos xg € U2, A;, niin

M(UAz‘) =1=) nu(A).
i=1 i=1
Jos xy ¢ U2, A;, niin

w(Ua) =0= S nia.

Siis 4+ on mitta. Huomaa, ettd p({zo}) = 1. Tétd mittaa sanotaan Diracin 0-
mitaksi, joka on keskittynyt pisteeseen zy, ja sitd merkitdan o, := p.

Maaritelma 2.2. Olkoon X joukko, I' C P(X) g-algebraja u : I' — [0, o] mitta.
Jos (X)) < oo, niin p on ddrellinen mitta. Jos on olemassa sellaiset F; € I, ettd
X =UX,E; ja p(E;) < oo aina, kun i € Z,, niin pu on o-ddrellinen mitta.

Esimerkki. Diracin mitta ¢,, on dérellinen, silld 6(R") = 1. Mittaa, jolle u (X) =
1, sanotaan todenndkdisyysmitaksi.
Olkoon X = {z;}3°; ja (p:)2, jono positiivisia lukuja. Asettamalla

0, jos A=10,
pe PX) = 0,00, pu(A)=93"p;, jos A£0,
T, EA

saadaan mitta. Tdm& on ns. painotettu lukuméaramitta, painoina luvut p;. Jos
p; = 1 aina, kun ¢ € Z,, niin g on lukuméaaramitta:

#A, jos A on aarellinen,
p(A) = {

00, jos A on &areton.

Lemma 2.3. Olkoon I o-algebra joukossa X ja (Ag)32, C I' jono joukkoja. Tidl-
loin on olemassa sellainen jono (By)5>, C I', ettd By C Ay aina, kun k € Z..
Lisiksi By N B = 0 aina, kun k # j, ja U2, By, = U2, Ag.

TobisTus. Harjoitustehtavé. U
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Lause 2.4. Olkoon u : I' — [0, 00| mitta joukossa X ja olkoot A, B € I'. Tdllgin
seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

(a) Jos A C B, niin u(A) < p(B).

(b) Jos A C B ja pu(A) < oo, nitn u(B\ A) = pu(B)—p(A).

(c) Jos A; € T kaikilla i € Z, niin pn (U2 A;) < Yoo, pw(A4;) (ns. numeroituva

subadditiivisuus).
(d) Jos Ay C Ay C ... ja A; € I aina, kun i € Z,, niin p (U2, A;) = lim p (4;).
(e) Jos Ay D Ay D ..., A; € T aina, kuni € Z,, ja p(Ag) < oo erddlla k, niin

p(N32yAy) = lim g (Ay).

TopisTus. (a) Jos A C B, niin B = AU(BNAY), missi AcT'jaBNAeT
ovat erillisid joukkoja. Talloin mitan ominaisuuksien (M3) ja (M1) nojalla

p(B) = (A) +pu (BNAY) > n(4).
(b) Jos A C B ja pu(A) < oo, niin edelldolevan nojalla
p(B\A) = (BNAY) = (B) = p(4).

(c) Olkoon (A4;)2, C I'. Lemman 2.3 nojalla on olemassa jono sellaisia erillisié
joukkoja (B;)2, € I', ettd B; C A; aina, kun i € Z,, ja UPX;A; = U2, B;.
Ominaisuuden (M3) ja lauseen kohdan (a) nojalla

w(UA) =n(UB) = Snim < Y uian.

(d) Olkoon Ay = ) ja olkoot Ay C Ay C ..., missd A; € T aina, kun i € Z,.
Merkitaan A = U2, A;, jolloin

A=JinAf ).
=1

Merkitédan B; = A; N AE_l. Talloin joukot B; ovat erillisid, joten

p(A) =3 p(B) = lim (Y u(B))
= lim p(4;).

Jj—00

(e) Olkoot Ay D Ay D ... (ks. kuva 1) ja A; € I" aina, kun ¢ € Z,. Olkoon liséksi

Kuva 1. Joukot A;
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11 (Ag) < 0o jollain k. Merkitéaén B; = A,NAS kaikilla i > k. Siis A; = A,NBL,
ja

ﬂA _ﬂA _ﬂ(AkmBE) :Akﬂ<iBf>

i=k

:Akﬂ(g&)“.

Koska B; C By aina, kun ¢ > k, on kohdan (d) nojalla u (U2, B;) =
lim p (B;). Edelleen kohdan (b) nojalla

((14) =wia0-s((5)
= p(Ax) — .hmM(Bz-) = (Ag) = lim (0 (Ag) = e (As))
= lim u(4;). O

71— 00

Huomautus. Ehto u(Ax) < oo jollain k on oleellinen ylldolevassa padttelyssa.

3. Ulkomitta ja mitalliset joukot

Edelld olemme maéaéritelleet joukot joita haluaisimme integroinnissa kéytta,
seké tapa jolla niiden koko haluaisimme mitata. Ongelma on, ettd meilld ei tois-
taiseksi ole kiyytossdmme yhtaédn epéatriviaalia mittaa, jolla voisi mitata esimerkiksi
kaikkia Borel joukkoja. Sellaisen konstruoimiseksi noudatamme seuraavaa strate-
giaa: méarittelemme heikomman tyypin mitan, niin sanotun ulkomitan, ja osoi-
tamme, ettéd siihen liittyy luonnollisella tavalla o-algebra jolla se on itse asiassa
mitta.

Maéritelma 3.1. Olkoon X joukko. Kuvausta p* : P(X) — [0, 00] sanotaan
ulkomitaksi joukossa X, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(UM1) p*(0) = 0.
(UM2) p* on monotoninen ts. p* (A) < p* (B) aina, kun A C B.
(UM3) p* on numeroituvasti subadditiivinen, eli

N*<UAz’> <Y p(A)
i=1 i=1
Jokainen mitta on myo6s ulkomitta, mutta ei kdéntéen.

Maaritelma 3.2. Olkoon p* ulkomitta joukossa X. Joukkoa E C X sanotaan
matalliseksi ulkomitan p* suhteen, eli p*-mitalliseksi, jos seuraava, ns. Carathéo-
doryn ehto, on voimassa:

(3) p'(A) = (AN E) +p* (AN EF)

aina, kun A C X.

Joukko on siis mitallinen, jos se ei jaa mitdén joukko niin huonolla tavalla, etté
osien mittojen summa ei ole joukon mitta.

Huomautus. Koska x* on subadditiivinen ja A = (AN E) U (AN EY), niin
1t (A) < (AN E) + (AmEU>.
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Siis (3) on voimassa, jos epéayhtalo
(4) W (A) > (AN E) +p* (AN EE)
patee. Jos A C X ja E C X ovat mielivaltaisia, niin
W(ANE) + 1 (AmEC) <t (B) + p (A).
Jos lisdksi p* (E) = 0, niin ehto (4) on voimassa ja £ on mitallinen. Néin ollen

kaikki joukot, joiden ulkomitta on nolla, ovat mitallisia.

Esimerkki. Joukot () ja X ovat p*-mitallisia, silla
p(A) = p* (AND) + u* (Am@“) =p (ANX)+u* (AmX“)

aina, kun A C X.
Olkoon X epétyhja joukko ja

. _J0, jos A=10,
M<A)_{1, jos A # 0.

Nyt X ja () ovat p*-mitallisia, joten olkoon ) € F C X. Talléin F on p*-mitallinen,
jos ehto (3) pétee, eli jos

1 (A) = 1 (AN E) + (AmEU>

aina, kun A C X. Sijoittamalla A = X saadaan ylldoleva yht&lé muotoon 1 = 1+1,
mikd on mahdotonta. Siis F ei ole p*-mitallinen.
Olkoon X kuten edelld ja méaaritellaan ulkomitta p* seuraavasti:

. #A, jos A on adrellinen pistejoukko ,
p(A) = : -
00, jos A on déreton.

Harjoitustehtévind on osoittaa, ettd pu* : P(X) — [0,00] on ulkomitta ja ettd
kaikki joukot £ C X ovat p*-mitallisia.

Seuraavan lemman voi todistaa induktiolla. Todistus jatetdéin harjoitukseksi.

Lemma 3.3. Olkoot E\, Es, ..., E, erillisid p*-mitallisia joukkoja. Tdalloin

(N (08)) - S (an).
kaikille joukoille A C X.

Lemma 3.4. Olkoon p* ulkomitta joukossa X. Jos joukot Ey, ..., E, C X ovat
w*-mitallisia, nitn myos U, E; on p*-matallinen.

TobisTUS. Induktioperiaatteen nojalla riittdd osoittaa vaite, kun n = 2. Ol-
koot siis Fy, Fy C X p*-mitallisia ja A C X mielivaltainen. Jos p* (A) = oo, niin
chto (4) on voimassa joukolle E; U Ej ja viite pétee. Olkoon siis p* (A) < oc.
Koska

AN(BLUEy) = (AN E)U((ANEy) N ES ja
AN(E,UE) = ANES N ES,
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niin
< (AN E) + 1t ((A nEY N E2> T ((A nEY N Eg)
i (AN E) + 1 (AmEE):,ﬁ(A). 0
Lause 3.5. Olkoon p* ulkomitta joukossa X ja olkoon
['={F € P(X) | E on u"-mitallinen } .
Talloin T on o-algebra ja ulkomitan p* rajoittuma pp = p*|r : T — [0, 00] on mitta.

ToDbISTUS. Osoitetaan ensin, ettd I' on o-algebra. Koska () on aina mitallinen,
niin ehto (SA1) on voimassa. Jos E € I' ja A C X ovat mielivaltaisia, niin

s (A N EU> + 1t (A N (EC)U>
= (ANE)+ u* <AﬂEC>
= p"(4).

Niin ollen E® € I ja ehto (SA2) on voimassa.
Lemman 2.3 nojalla riittdé, ettd ehto (SA3) osoitetaan erillisille joukoille. Ol-

koot F, Es,--- € 1" ja A C X. Merkitdan
S, = O E;, aina, kunn € Z,.
Lemman 3.4 nojalla S,, € I' aina, kun n € Z,, ja Lemman 3.3 nojalla
w(ANS,) (Aﬂ(UE»:ZM*(AﬂEi)
i=1
Koska S,, € T, niin
i (A) = (AN S+ (AN (S,)°)

=Y wng) e (an(Us))
>iu* (AﬂEiHu*(Aﬂ <DE>C)

aina, kun n € Z, . Siis

o0

> p(ANE;) + (Aﬂ(UE>C>

=1

> 4 (QAQE )+ (an (UE))
—w(an(Ue))+(an (Us))

Niéin ollen ehto (4) on voimassa joukolle U°, E;, eli U2, E; € T
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Osoitetaan vield, ettd p = p*|pr : I' — [0,00] on mitta. Riittd4 osoittaa,
ettd ehto (M3) on voimassa, eli ettd p on numeroituvasti additiivinen. Olkoot
Ey, Ey, ... €T erillisid joukkoja. Koska Lemman 3.3 nojalla

e (n(Ur)) =S taney

aina, kun A C X, n € Z,, niin valitsemalla A = U} | E; saadaan
M*<UEZ> 2 H*<UE1> = ZM* (E:)
i=1 i=1 i=1
aina, kun n € Z, . Siis
w(UEB) =Y w (B,
i=1 i=1

Toisaalta u* on numeroituvasti subadditiivinen, joten myos epayhtalo “<” on edel-
liselld rivilla voimassa, josta seuraa, etté oikeasti siind patee yhtdsuuruus, ja néin
ollen p on mitta. U

4. Ulkomitan konstruointi

Tassa vaiheessa saattaa jo tuntua itsensa toistamiselta sanoa, ettd osaisimme
mitata joukkoja hyvin mitalla, jonka saisimme ulkomitasta, jota meilla ei kuiten-
kaan ole. Tésséa kappaleessa ndytdmme, miten ulkomitan voi konstruoida vielakin
heikommasta mittausvélineesté, esimitasta.

Maaritelméa 4.1. Olkoon X joukko ja KX C P(X) perhe joukon X osajoukkoja.
Perhettda X sanotaan joukon X peiteluokaksi, jos

(P1) 0 e K.
P2) Jokaiselle A C X on olemassa sellainen jono (F;)°, C K, ettd A C U2, E;
=1 =1
(ts. A voidaan peittdd perheen K joukoilla).

Kuvausta A : X — [0, 00, jolle A (@) = 0, sanotaan esimitaksi.

Esimerkki. Olkoon X = R ja X = {(a,b) | a < b}. Nyt ) = (a,a) € X ja

R = U2, ] —4,1[. Siis K on peiteluokka. Maaritelldén A : K — [0, oo] asettamalla
A((a,b)) =b—a (vilin pituus).

Talloin A on esimitta. Olkoon X = R", n > 2, ja méaritellaan

n

K = { T (ai.b) = (a1,b1) x (az,bs) % -+ X (an, by)

i=1

Nyt X koostuu R™mn avoimista vileistd [[;_, (a;, b;). Liséksi K on joukon R™ pei-
teluokka, silld

R" = J1I;, missii I; = (=j,5) x -+ x (=4, 4) = (=5.0)"
j=1
Madritellaan esimitta A : K — [0, 0o] geometrisena mittana:

AT (as:00) ) =TT = a).

J

n n

1 i=1
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Kuva 2. Avaruuden R? avoin vali

| |
I I

& b

Lause 4.2. Olkoon X joukko, X sen peiteluokka ja X : KX — [0,00] esimitta.
Talloin kuvaus p* : P(X) — [0, 00], jolle

(5) p*(A):inf{i)\(Ei)ACDEijaEiefKVi},

on ulkomitta.

TobisTus. Osoitetaan ulkomitan méaritelmén kohdat (UM1)—(UMS3).

Nyt p* (@) = 0, silld ) € K ja A (@) = 0. Siis (UM1) pétee.

Olkoot A C B C X. Jos B C U®|E;, missd E; € X jokaisella ¢, niin selvésti
myos A C U2, E;. Télloin

p(A) < pt(B)

ja (UM2) pétee.

Olkoot nyt Ay, As,... C X ja € > 0 mielivaltainen. Infiniumin méaéritelmésta
seuraa, ettd jos A C X, niin jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen {F;}°, C
X, ettéa

o0

A SYONE) < it (A) + e

Nyt jokaista ¢ € Z; kohti on olemassa sellainen kokoelma (E,ii))zozl C X, etta
A c U2, BY ja

Z; A (Eff)) < (A + 25

o0
k=
Koska U, A; U5, B, niin

(Ua) < 35 (e2)

i,k=1
S (ED) <3 (i (40 + 2)
i=1 k=1 =1

:ZM(AQ—#—&Z% = Zu* (4;) +e.
=1 =1 =1
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Koska ¢ oli mielivaltainen, saadaan

pr(UJA) < w (A
i=1 i=1
Siis (UM3) pétee, joten p* on ulkomitta. O

Esimerkki. Olkoon X =R ja X = {0, R, {z} | = € R} peiteluokka. Madritelldan
esimitta A : K — [0, 0o] seuraavasti: A (0) = 0, A (R) = oo ja A ({z}) = 1 kaikilla
r € R. Harjoituksena on osoittaa, ettd nédin saadaan ulkomitta p* : P(X) —
[0, 00], u* (A) = #A aina, kun A C R.

5. Lebesguen ulkomitta ja mitta

Nyt tulemme kurssin ensimmaéisen osan loppuun, ja voimme poimia hedelmét,
joita tdhénastinen tyomme on tuottanut. Konstruoimme Lebesgue:in ulkomitan
joka toimii Euklidisessa avaruudessa R™, n > 1, kaikille Borel joukoille ja muillekin.

Joukkoa

I={x=(x1,29,...,2,) € R" | 2y € (ar,br) Yk =1,...,n}

sanotaan avaruuden R" avoimeksi viliksi. Olkoon K kaikkien avaruuden R™ avoi-
mien vélien muodostama joukko. Téalloin K on avaruuden R™ peiteluokka. Maéri-
tellddn kuvaus A = A, : K — [0, 00| seuraavasti:

M(@) =0, AN(I)=(by—ar) (b, —a,) VI € K.
Té&ll6in A, on esimitta (geometrinen mitta).

Huomautus. Geometrinen mitta on sama myos suljetuille ja "puoliavoimille” va-
leille.

Maaritelma 5.1. Euklidisen avaruuden R”™ ylldolevasta peiteluokasta X ja geo-
metrisesta esimitasta A = A, ldhtien konstruoitua ulkomittaa

m*(A):me(A):inf{i)\(]j)‘Ij eK, AcC ij}

sanotaan Lebesquen ulkomitaksi ja m}-mitallisia joukkoja Lebesgue-mitallisiksi.
Vastaavaa o-algebraa merkitaan M = M(R™). Saatua mittaa m = m* |5 sanotaan
Lebesguen mitaksz.

Jatkossa puhutaan mitasta m ja ulkomitasta m* tarkoittaen nimenomaan Le-
besguen mittaa ja ulkomittaa. Seuraavaksi pyritddn karakterisoimaan o-algebraa
M. Yleisten tulosten perusteella tiedetdén, ettd ) € M ja R™® € M. Lisiksi, jos
E CR"jam*(F) =0, niin £ € M.

Esimerkki. Olkoon {z} C R™, jolloin
* < inf A(I)=0.
w () < inf A(D)

Siis {x} € M aina, kun x € R". Télloin

H{z@} ={a®,2®, . yem
i=1



5. LEBESGUEN ULKOMITTA JA MITTA 17
ja
i=1

Siis m* (Q") = 0, joten Q™ € M.

Lemma 5.2. Avaruuden R™ jokaisen vdlin ulkomitta on sama kuin sen geomet-
rinen mitta.

TobpIsSTus. Olkoon aluksi I = {z € R" | a; < x; < b} = [ [ [ai, bi] (suljettu
vali). Nyt I voidaan peittdéd avoimella vélilla, jonka geometrinen mitta eroaa véilin
I geometrisesta mitasta vihemmén kuin . Yhtdlon (5) nojalla

m* () < A(I) +e,
joten m* (1) < A (I).

Olkoon I C Uil peite avoimilla véleilld. Talloin A (1) < D>, A(Ig), joten
A1) <inf )], ML) = m* ([). Siis valttaméattd m* (1) = A (1). Vastaava paattely
patee kaikille valeille I C R™. O

Huomautus. Tulos m* (I) = A ([) patee myds surkastuneille véleille I, missd
ar = by jollakin k. T&lloin m* (/) = 0.

Lause 5.3. Avaruuden R" jokainen vdli I on mitallinen ja
m(I)=m"(I)=A(I).

TobisTUS. Lemman 5.2 nojalla riittaa todistaa, ettd jokainen véli I on mital-
linen. Olkoon [ vili ja olkoon A C R™ mielivaltainen osajoukko, jolle m* (A4) < oo.
Mitallisuuden takaamiseksi on osoitettava, etté

m* (A) > m* (AN 1)+ m* (Am[“).

Jotta voidaan kayttda hyvéksi sitd, ettd I on vili, approksimoidaan testijoukkoa
A valeilla seuraavasti:
Jos € > 0 on annettu, peitetdan A sellaisilla avoimilla véleilla {I;}32,, ettd

(6) m* (4) > A1) -

Joukko I} = I, N I on joko @ tai vili (ks. kuva 3). Joukko I} = I, N I® ei

-

i

KuvA 3. Joukot I, Iy, I} ja I}
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vilttdmétta ole véli, mutta se voidaan jakaa éirelliseen médradn vilejd I;’;. Selviisti
AIR) = ML) 432, A (1;). Lemman 5.2 nojalla

A (L) = m* (1)) + Z m* (I1,;) .

Summaamalla muuttujan k£ yli ja kdyttamalla ulkomitan subadditiivisuutta saa-
daan
Z/\ (Ix) = Zm* (I) + Zm* (1;)
k k k.j
>m" (UI,;) +m* (UI,’C’]).
k k,j

Mutta Uy}, = (Upli) N1 D ANT ja Up I = (Uply) N 18D ANTE, joten

> AI) zm (ANT) +m’ (Aﬂ]“).

Télloin epayhtalon (6) nojalla
m"(A)+e>m*(ANIT)+m* (Aﬂ[c> ,
miké on voimassa aina, kun € > 0, joten ehto (4) on voimassa. Il

Lemma 5.4. Avaruuden R™ avoin joukko A voidaan esittid yhdisteend numeroi-
tuvasta mddardstd erillisid vdlejd.

TobisTus. Harjoitustehtavé. O

Seuraus 5.5. Avaruuden R™ kaikki avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia.
Lisdksi kaikki Borelin joukot ovat mitallisia.

TobisTUS. Avoimille joukoille tulos seuraa Lemmasta 5.4 ja Lauseesta 5.3.
Olkoon B C R™ suljettu. Talloin B on avoin, siis B® € M, joten B = (B%)t e M.
Vastaavasti Borelin joukkoluokka B C M, silld B on pienin o-algebra, joka
sisaltdd avoimet joukot. U

Essee tehtava 1. Ensimmaéisessd essee tehtavissa osoitetaan, ettd on olemassa
joukkoja F' € M, ettd F' ¢ B, sekid joukkoja A C R, jotka eivit ole (Lebesgue-
Jmitallisia.

Néin on saatu konstruoitua avaruuden R™ joukoista mitalliset joukot M C
P(R™) jamittam : M — [0, co]. Kolmikkoa (R™, M, m) sanotaan mitta-avaruudeksi.

Lause 5.6. Olkoon T : R" — R" siirto, ts. Tx = x + b aina, kun z € R", ja
b € R™ kintea. Talloin on voimassa:

(a) m* (T'(A)) = m* (A) aina, kun A € R™.

(b) Jos E € M, niin T(E) € M.

(¢) m(T(E)) =m(F) aina, kun E € M.

TobIsTus. Aloitetaan kohdasta (a). Olkoon I C R™ véli. Télloin myds T'(1)
on vili ja A (T'(1)) = A (I). Olkoon nyt A C R™ ja A C Uy I, missé jokainen [ on
avoin vali. Téalloin T'(A) C UpT' (1)) ja

m* (T(A) <Y AT() =) A)-
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Siis
m* (T(A) < inf SA(L) =m* (4).

ACU Iy

Toisaalta myos kuvauksen 7' kisnteiskuvaus 7! : & — z — b on siirto, joten
m* (A) = m* (TY(T(A))) < m* (T(A)). Siis

m* (T(A)) = m* (A).

Todistetaan seuraavaksi kohta (b). Olkoon E € M. Koska T" on bijektio, niin
jokaiselle A C R™ on

w* (T(T7(A))) = m" (T7(4))
:m*(:r1 NE)+m’ (T7(4)n EY)
=’ (T(T"(4) N B)) +m* (T(T7(4) N EY) )

= m* (ANT(E)) + m* (A N T(EC)) :

Néin ollen T(F) € M, koska yhtélo (3) on voimassa aina, kun A C R". Myos
E =T7YT(FE)) on mitallinen, jos T'(E) on mitallinen.
Kohta (c) seuraa kohdista (a) ja (b).
U



LUKU 2

Integroimisteoriaa

1. Topologisia peruskisitteita

Topologian peruskisite on avoin joukko. Metrisessa avaruudessa X (esim. X =
R™) meilld on kiytossd etdisyysmitta d joka kertoo kahden pisteen vilisen etiisyy-
den. Tall6in avoin pallo on joukko B(z,7) = {y € X |d(z,y) < r}. Yleinen joukko
A C X on avoin, jos jokaiselle x € A 16ytyy r > 0 siten, ettd B(z,r) C A.

Téssé meité kiinnostavat kaksi topologista avaruutta, R ja R. Edellinen on en-
tuudestaan tuttu, ja siind meilld on d(z,y) = |z — y|. Jilkimmé&inen joukko on
reaaliakselin kahden pisteen kompaktifikaatio, R = R U {00, 0o}. Téss# tapauk-
sessa sovitaan, etté pallo B(oo, r) on puoliddreton vili (r~!, oo] ja pallo B(—oo,r)
on puolididireton vili [—oo, —r~1).

Joukko A on pisteen z ympdristé jos se on avoin ja sisiltéa pisteen z. Metrisessi
avaruudeessa voimme maéritelld yla- ja alarajaarvot seuraavasti

limsup f(z) = inf sup f(z) ja liminf f(x) = sup inf f(z),
z—a ASa e A r—a A>q TEA
misséd ensimméinen inf ja sup on otettu yli pisteen a ympéristojen. Erityisesti
avaruudessa N pétee
limsupzx; = lim supz;, ja liminfz; = lim inf x.
i—00 =00 k> 1—00 i—00 k21

Jos X ja Y ovat metrisid avaruuksia niin sanomme kuvausta f: X — Y jat-
kuvaksi jos alkukuva f~'(A) = {x € X | f(z) € A} on avoin jokaisella avoimella
joukolla A C Y. Harjoitustehtdvéiné on osoittaa, ettd tdmé méaéritelmé on ekviva-
lentti Analyysi I kurssin e-0 mééritelmén kanssa.

Jos f: X — R on funktio, niin riittés sen jatkuvuuden osoittamiseksi tarkis-
taa, ettd joukkojen (a,o0] ja [00,a) alkukuvat ovat avoimia kaikilla @ € R (har-
joitustehtévi). Jos funktio toteuttaa ainoastaan ehdon, ettd f~*((a, oc]) on avoin
kaikilla ¢ € R, niin sitd sanotaan alhaalta puoliavoimeksi. Jos f‘l([oo,a)) on
avoin kaikilla ¢ € R, niin funktiota sanotaan ylhaélta puoliavoimeksi.

Joukon E C X karakteristinen funktio xg: X — R saa maaritelmén mukaan
arvon 1 joukossa F, ja 0 muuten. Funktio xyg on alhaalta puolijatkuva jos ja vain
jos E on avoin; vastaavasti, se on ylhaéltd puolijatkuva jos ja vain jos E on suljettu.
Jos X = R", niin E on avoin ja suljettu ainoastaan jos £ = R" tai £ = (). Nam4
ovat siis my6s ainoat tapaukset joissa xg on jatkuva.

2. Mitalliset funktiot

Seuraavaksi méérittelemme jatkuvaa funktiota yleisemmén funktion, joka kui-
tenkin osoittautuu erittdin toimivaksi integroinnin kannalta. Ideana on korvata
edellisen kappaleen jatkuvuuden mééritelméssd vaatimuksen, ettd alkukuva on
avoin paljon viljemélla vaatimuksella, ettd se on mitallinen (jokainen avoin jouk-
kohan on mitallinen).

20
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Seuraavassa £ C R™ on aina mitallinen joukko. (Vaittdmien kannalta ei usein
ole oleellista, ettd kyse on nimenomaan avaruudesta R™.)

Maisritelmé 2.1. Funktiota f : F — R sanotaan mitalliseksi, jos E on mitallinen
joukko ja joukko {x € F | f(z) > a} on mitallinen aina, kun a € R.

Edellinen méaritelmé nayttda vastaavan alhaalta puolijatkuvan funktion maa-
ritelméd. Voisi siis ajatella, ettd saisimme toisen funktioluokan muuttamalla ole-
tusta niin, ettd {x € E' | f(z) < a} onkin avoin. Seuraavan lemman nojalla niin
ei ole.

Lemma 2.2. Olkoon E C R™ mitallinen osajoukko, f : E — R ja a € R mieli-
valtainen. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvit:

(i) Joukko {z € E| f(x) > a} € M.
(i) Joukko {x € E | f(x) > a} € M.
(iii) Joukko {x € E | f(x) < a} € M.
(iv) Joukko {z € E| f(z) < a} € M.

TobisTus. Selvisti kohdat (i) ja (iv), seké (ii) ja (iii) ovat keskendén yhtapi-
tavit, silla kyseiset joukot ovat toistensa komplementteja aina, kun a € R.
Edelleen (i) = (ii), silld

(reB|f@)>at =z € B] fz) a1},

ja vastaavasti (ii) = (i), silld

1

{:I:GE]f(x)>a}:U{xEE\f(x)}cH—E}. O

Jos f : E — R on mitallinen, niin jokaisen avoimen vilin I = (a,b) alkukuva
on

7 (ab) ={r € E|a< f(z) <b}
={ze | f(z)>a}n{xe E| f(x) <b}.

Siis avoimen vélin alkukuva on kahden mitallisen joukon leikkauksena mitallinen.
Jos A C R on avoin joukko, niin A = U}, missé joukot [ ovat erillisid avoimia
villeja. Talloin f~Y(A) = f~Y(Urly) = Upf 1 (I1), joten f~*(A) on mitallinen. Siis
avoimen joukon alkukuva on mitallinen.

Osoitetaan, ettd jos f : E — R on jatkuva ja £ € M, niin f on mitallinen
funktio. Jos a € R on mielivaltainen, niin joukko A = (a, c0) on avoin. Koska f on
jatkuva, niin joukko f~'(A) = {z € E | f(z) > a} on avoin joukossa E. Tllsin
™Y A) =UNE, missi U C R" on avoin joukko, joten U N E on mitallinen. Niin
ollen f~'(A) ={x € E | f(x) > a} on mitallinen ja f on mitallinen funktio.

Jos f: E C R"® — R on mitallinen funktio ja D C E on mitallinen osajoukko,
niin funktion f rajoittuma joukkoon D, f|p : D — R, on mitallinen, silld

{reD]| flp(z) >a}=DnNn{zx e E| f(x) > a}.
Esimerkki. Maaritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

)1, josx e R\Q,
f(x)_{o, jos x € Q.
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Olkoon nyt a € R, jolloin

0, josa =1,
{reR| f(z)>a}=¢R\Q, josl>a>0,
R, jos a < 0.

Koska m* (Q) = 0, niin Q on mitallinen joukko, samoin R \ Q = Q. Siis joukko
{z € R| f(x) > a} on mitallinen, joten funktio f on mitallinen. Jos a € R, niin
0, josa=>1,
{r eR|xalx)>a} =< A, josl>a>0,
R, josa<O.

Siis x4 on mitallinen jos ja vain jos A on mitallinen joukko.

Lause 2.3. Olkoot f ja g mitallisia funktioita E C R® — R ja olkoon ¢ € R.
Talloin
(a) fxgja fg (mikali madritellyt) ovat mitallisia funktioita.
(b) |f], fT:=max{f,0} ja f~ := —min{f,0} ovat mitallisia funktioita.
Téssa edellytetaan, ettei esimerkiksi f(x) + g(z) = 400 + (—0).

TobisTus. Harjoituksissa osoitetaan funktiot f + ¢ ja fg mitallisiksi. Tarkas-
tellaan téssd yksinkertaisempaa tapausta, nimittain funktiota f + c¢. Koska

{reFE|flx)+c>a}={z e E| f(x)>a—c},
on f + ¢ mitallinen. Vastaavasti funktiolle c¢f saadaan
{reE| f(z)>2}, josc>0,
{reElcf(r)>a}=q{rel| f(z) <%}, josc<O,
E tai (), jos ¢ = 0.

Siis funktio ¢f on mitallinen.
[tseisarvon maaritelmén nojalla patee

_ ) flx), Jos flz) 20,
F(@)] = {—f(x), jos f(z) < 0.
Jos a < 0, niin
{reE[|f(z)]<a} =10
ja jos a = 0, niin
{reEB[|f@)<ay={rcE[f(z)<apn{zc E|f(x) > —a}.
Néin ollen |f| on mitallinen aina, kun f on mitallinen.
Kaikilla x € E on |f(z)| = fT(z) + f~(z) ja f(x) = fT(x) — f~(x) ja vastaa-
vasti f+(2) = L) + F(@) Ja 1~(2) = 3(F ()] — F(@))- Siis £+ (2 ja [~ (2)

ovat mitallisia edellisten kohtien nojalla, jos f(x) on mitallinen. O

Lause 2.4. Olkoon (f,), jono mitallisia funktioita: E C R™® — R. Téllsin funk-
tiot sup f, ir]if fr, limsup fi ja lilzn inf f,, ovat mitallisia.
k —00

k—oo
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funktio A+ funktio -
funktio f
a 1 W1 \
~ 14 ~ f/ \\ M\ s’/\\ / \
/\ [\ [ [ [ [
[ “‘\\ f’ [ [ |
[\ [ [ |
| || [ |
/ \ 084 | \ | 0.8 |
[ \ | | | I |
‘\ | \ ‘\‘ | | \ |
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\ “\ \“ | | | | | \
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\ | % [ | 04 | \ | 0.4 | ‘
| \ [ | | | | |
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\ ‘ \ ‘ \ ‘ ‘ | \
| \ \ | ‘ | w | \
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‘ , | ‘ | | | | | |
\ | / |
| N . I .
/ | | |
\ / \ ‘ ‘ | | | ‘\
\/ \V ) ) 20 3 2 5 % ) 2 3 ) 3
7 -1 X X

KuvA 1. Funktiot f =sin(z), f* ja f~

ToDISTUS. Merkitédn g(z) := sup fx(z), = € E. Jos a € R, niin

{reElgx)>a}=| {z € E| fulz) > a}.

Siis ¢ on mitalllinen, jos f,, on mitallinen aina, kun n € Z, .
Vastaavasti funktiolle h(zx) := ir]if fr(z), z € E, on

{reE|nhz)<a}=|J{zre€E| filz) <a}

aina, kun a € R. Taten h on mitallinen, jos f; on mitallinen aina, kun k£ € Z,.
Harjoituksena on osoittaa, etta

lim sup f(z) = inf {S,jip Se(x)} ja liminf fi(z) = sup{inf fi(z)}

k—oo

aina, kun z € E. Télloin rajafunktiot ovat mitallisia edelldolevan paattelyn nojalla.
0

Maaritelma 2.5. Olkoon F C R™ mitallinen joukko. Jos P on jokin ominaisuus,
joka on voimassa kaikissa joukon F pisteissd lukuunottamatta joukkoa A C F,
jolle m* (A) = 0, niin sanotaan, ettd P on voimassa melkein kaikkialla (m.k.)

joukossa F.
Esimerkki. f = ¢ m.k. joukossa F, jos f(z) = g(x) m.k. joukossa FE, ts. jos

m* ({z € B[ f(z) #g(z)}) = 0.
Olkoot g(z) = 0 aina, kun = € R, ja

_J1, josz€Q,
fw_{o, jos z € R\ Q.

Talloin f = g m.k. joukossa R.
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fn — f mk. joukossa F jos ja vain jos
m" (E\{z € B| fu(z) — f(2)}) = 0.

Lause 2.6. Olkoon f : E — R mitallinen funktio ja olkoon f = g m.k. joukossa
E. Talloin myds g on mitallinen funktio.

TobisTus. Merkitddn A = {z € E | f(x) # g(x)}. Siis m* (A) = 0, joten A
on mitallinen. T&lloin joukko

{teF|gla)<al={zeENA®| f(z) <a}U{z e A|g(x)<a}
on mitallinen aina, kun a € R. Néin ollen g on mitallinen funktio. U

Huomautus. Yleensa sallitaan edellisen lauseen tapaisissa vaitteissa myos tilanne
jossa ¢ ei ole edes médaritelty joukossa A.

Lause 2.7 (Egoroffin Lause). Olkoon E C R"™ mitallinen joukko, jolle m (E) <
oo ja olkoon (fi)s, jono sellaisia mitallisia funktioita E — R, ettd f,(z) —
f(z) m.k. joukossa E. Tdalloin jokaista lukua § > 0 kohti on olemassa sellainen
mitallinen joukko Ey C E, etti m (Ey) < 0 ja f, — [ tasaisesti joukossa E\ Ey =
ENES.
Tobpistus. Olkoot § > 0 ja k € Z, mielivaltaisia. Merkitaén
Gr.={z € E||fm(z) - f(x)| > 1}

Selviisti G¥ on mitallinen joukko aina, kun m, k € Z,. Merkit#in
E} = D Gi,={z€eFE|Jizpse |filz)— f(z)=1}.
Jos fu(x) — f(x), ni}i)n on olemassa sellainen p, ettd = ¢ Ez’f. Siis
NE B\ {r e B @) — f@)}.
p=1

Koska f, — f m.k. joukossa F ja E]’; D E}’jﬂ D ..., niin m (ﬁ;ilE]’;) = (. Lauseen
2.4 (e) nojalla

0:m<mE}’;): limm(Eﬁ).
p=1

p—00
On siis olemassa sellainen py € Z, , etté

k

m (Ej)

) .
< o" aina, kun p > p.

Merkitéén Eo := U2, EY | jolloin Ey on mitallinen joukko ja

On endd osoitettava, ettd f, — f tasaisesti joukossa E \ Ey. Olkoot ¢ > 0 ja

r € E\ E, miclivaltaisia. Valitaan aluksi sellainen s € Z,, ettd % < ¢. Siis

rebEn {UZilE;fk}c =EnN {ﬂZ‘;l(Eﬁk)c} - (E;S)U. Toisin sanoen x ¢ £ | joten
1
\fi(z) — f(2)] < 3 < ¢ aina, kun 7 > p,.

Siis f; — f tasaisesti joukossa E \ Ej. O



3. YKSINKERTAISEN FUNKTION LEBESGUEN INTEGRAALI 25
Esimerkki. Olkoon F = [0,1] ja f : E — R, f;(z) = ' aina, kun i € Z, . T&ll6in

0, josxzel[0,1],
1, josxz=1.

lim z* =

7—00

Siis fi(x) — 0 m.k. valilld [0, 1]. Olkoon § > 0 ja merkitddn Ey =|1 — J,1]. Nyt
E\ Ey=1[0,1— 4] jaz" — 0 tasaisesti tilla vélilld, silla

2" = 0] =|2'| < (1—6)" = 0 aina, kun z € [0,1 - 4].

3. Lebesguen integraali yksinkertaiselle funktiolle

Maaritelma 3.1. Funktiota ¢ : R” — R sanotaan yksinkertaiseksi, jos

p
(7) o(zr) = Z a;Xg; () aina, kun x € R",
i=1
missé Fi,...,E, C R" ovat mitallisia joukkoja ja a; € R,a; > 0 aina, kun i =

1,...,p. Merkitaan
Y ={¢:R" — R | ¢ yksinkertainen} .

Esitys (7) ei ole yksikésitteinen, silld ei oleteta, ettd joukot E; olisivat erillisia.
Jos ¢ € Y, niin selvésti ¢ on mitallinen ja sen arvojoukko {ci,cs,...,¢,} on
adrellinen. Yksinkertaisella funktiolla on aina ns. normaaliesitys

p
o(x) = Z ciXa,(z) aina, kun z € R",
i=1

missd 4; = {z €R" | p(x)=¢}, i = 1,...,p, R" = U_ A, seki ¢; # ¢; ja
A; N A; =0 aina, kun ¢ # j. Normaaliesitys on yksikésitteinen.

Esimerkki. Maaritelldan ¢ : R — R seuraavasti:
p(e) = 1-Xp(2) + 2 xp2 (%) + 3 Xi2.4(2).
Télloin funktion ¢ arvojoukko on {2,3,5,0} ja sen normaaliesitys on
() = 0+ X(—00,00U(t,00) () + 2+ X(1,2) (%) + 3+ Xp.1uj2.41(T) + 5 Xp23(2).

Miaritelmé 3.2. Olkoon f € Y ja f =Y " | ¢;xa, sen normaaliesitys. Jos E C
R™ on mitallinen joukko, niin funktion f (Lebesguen) integraali yli joukon E on: !
P

I(f,E) =) ¢m(ANE).

i=1
Jos erityisesti £ = R", niin merkitédén I(f,R") =: I(f).
Esimerkki. Olkoon A C R™ mitallinen joukko ja
f(@) = xalz) =0 xzmal(z) +1-xa().

Talloin I(f) = 0-m (R™\ A)+1-m (A) = m (A). Jos E on mielivaltainen mitallinen
joukko, niin I(f, E) =0-m(R*"\ (ANE))+1- m(ANE)=m(ANE).

Olkoon ¢(z) kuten edellisessé esimerkissé, talloin

I(f) =2-m((1,2)) +3-m ([0, 1]U]2,4]) +5-m ({2})
=2-143-34+5-0=2+9=11L

1Sopimus: 0 - 0o = 0.
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Lause 3.3. Jos f €Y ja f = 23:1 a;xs,, missi By N By = 0 aina, kun i # j,
nun

Z a;m(B;NE) aina, kun £ € M.

TobisTus. Harjoitustehtavé. U

Lause 3.4. Olkoon f €Y ja {Ey}r korkeintaan numeroituva perhe erillisid mi-
tallisia joukkoja. Tdlloin
k k

p
Tobistus. Olkoon f = ZCiXAi funktion f normaaliesitys. Tall6in
i=1

(U8 - S (U405
:Z::C<Zk:m (4N Ey))

Lause 3.5. Olkoon f €Y ja E, F C R™ mitallisia. Tdlloin

(a) I(f,E)<I(f,F), jos ECF.
(b) I(f,E) =0, josm (E)=0.

TopisTus. Jos E C F, niin F = EU (F N EY). Lauseen 3.4 nojalla
I(f,F)=I(f,E)+I(f,FNE® > I(f, E).
Jos m (E) = 0, niin m (ENA) =0 aina, kun A € M. Jos f = > 7 ¢;ixa, on

funktion f normaaliesitys, niin

ch (ENA;)=0. O

Lause 3.6. Olkoot f, g€ Y, E €M jaa,f € [0,00[. Tdlloin

(a) af +Pg €Y jal(af+ By, E)=al(f, E)+ BI(g, E).
(b) I(f,E) < I(g,E), jos f < g joukossa E.

TobisTUus. Koska selvasti aof + g > 0 on mitallinen ja se saa aérellisen
médran eri arvoja, niin se on yksinkertainen funktio. Olkoot f = >0  ¢;xa,,
g = Z;]':l djxp, funktioiden normaaliesitykset. Télldin jokaisella x € A; N B; on

af(z)+ Bg(x) = ac; + [d; ja siis
af +Bg =Y _(ac;+ Bd;)xans;,

i)j
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missé perhe {A; N B,}; ; koostuu erillisisté joukoista. Lauseen 3.3 perusteella
I(af + g, B) =Y (ac;+ Bd;)m (AN B;) N E).
1]
Koska nyt UleAi =R" = U;J-ZIBJ‘ ja R" = (UAZ) N (UBJ) = UZ,]<AZ N B]), niin
saadaan

I(ozf—l—ﬁg,E):aZCiZm((AiﬂBj)ﬂE)—l—ﬁZdem((AiﬂBj)ﬂE)

—aZcZ ((A;NR™) N E) +ﬁZd m ((R" N B,) N E)
7j=1

ZOJ(f, E)+ p1(g, E).

Todistetaan seuraavaksi toinen viite. Jos f < g joukossa F, niin

-3 am4nE) =3 an(AnH)n (UB))
—Zqzm (ANENB;) =Y am(ANB;NE)

7/7‘7
<Zdjm (A;NB,NE)=---=1(g,E). O
4,3
4. Integraali ei-negatiiviselle mitalliselle funktiolle
Integraalin maarittely perustuu approksimointi-ideaan, kun osaamme integroi-
da yksinkertaista funktiota, niin mielivaltaisen (mitallisen) funktion integraali saa-

daan ottamalla yksinkertainen funktio joka on mahdollisimman iso, mutta annet-
tua funktiota pienempi, ja integroidaan sita.

Maéritelma 4.1. Olkoon f: A C R" — [0, 0o] p-mitallinen funktio. Asetetaan
/ fdp = sup I(p, E),

peY
P<f

missé £ C A on mitallinen joukko ja ¢ < f joukossa E.

Huomautus. Mééritelmén mukaan [, f € [0, co].

(1) Jokaista mitallista funktiota f > 0 kohti on olemassa yksinkertaisia funktioita
@, joille 0 < ¢ < f (esimerkiksi ¢ = 0 tai Lause 5.1).
(2) Jos f itse on yksinkertainen funktio, niin mééritelmé antaan tuloksen

/fdu—supf o, B)=1(f, E).

Esimerkki. Olkoon

)1, josxe0,1]NQ,
f@)_{o, jos = € [0,1]\ Q.

Nyt f on mitallinen ja yksinkertainen funktio. Lasketaan f[o 0 fdu:

Fdu=1-m([0,1]NQ)+0-m([0,1]\ Q) = 0.

[0,1]



28 2. INTEGROIMISTEORIAA

Tama funktio ei ole Riemannin mielessé integroituva.

Seuraavassa lauseessa todistetaan integraalin perusominaisuudet ei-negatiivi-
sille mitallisille funktioille.

Lause 4.2. Olkoot E, F C R™ mitallisia joukkoja, sekd f ja g ei-negatiivisia
mitallisia funktioita. Tdlloin on voimassa:

(a) Jos f < g joukossa E, niin [, fdu < [, gdp.

(b) Jos E C F, mmefd,u<fFfd,u

(c) Jos f(x) =0 aina, kun x € Edu, niin [, fdp=0.
(d) Josm (E) =0, niin [, fdu=0.

(e) Jos 0 < o < oo, nitn [,afdu=a [, fdu.

TobisTus. (a) Olkoon f < g joukossa E. Talloin

/fdu—supl @, B) <supI(p, E) = / gdp.
o< P9 E
peY peY

(b) Harjoitustehtéva.

(c) Olkoon f(x) = 0 aina, kun x € E. Télloin 0 < ¢ < f = 0 joukossa F, eli
¢ = 0. Néin ollen I(p, E) =0, , aina, kun 0 < ¢ < f, joten [, fdu = 0.

(d) Olkoon m(E) = 0 ja f : E — [0,00] mitallinen. Lauseen 3.5 (b) nojalla
I(p, E) =0 aina, kun ¢ € Y. T&ll6in

/ fdu=supl(p,E)=0.
S
peY
(e) Olkoon 0 < a < 00 ja f : E — [0, 00] mitallinen. Jos v = 0, niin véite seuraa
kohdasta (c). Olkoon siis a > 0. Jos ¢ € Y ja ¢ < f joukossa E, niin ap € Y
ja ap < af joukossa E. Lauseen 3.6 nojalla ol (¢, E) = I(ap, E) < [, of dp,
joten

a/ fdu=asupl(p, E) =supI(ap, E)
E

o< f o< f
peY peY
= Ssup ](a907 E) = sup ]W?E)
ap<af p<af
apeY Yey
= / afdu. U
E

Lause 4.3. Olkoon f : E — [0, 00| mitallinen funktio, jolle

/fdu<oo

Tilloin 0 < f(r) < oo m.k. joukossa E.

TobIisTus. Merkitddn A = {z € F | f(x) = +oo}. Nyt A on mitallinen, sil-
14 A= f"1({+0}) = N2, {z € F| f(z) > n}. Lisdksi kxa on yksinkertainen
funktio aina, kun k& € Z,. Edelleen kx4 < f joukossa F, ja
oo>/fd,u I(kxa, E) =km(A) aina, kun k € Z,.

Siis vélttaméattd m (A) = 0. O
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Lause 4.4. Olkoot f ja g : E — [0,00] mitallisia funktioita. Jos f = g m.k.

joukossa E, niin
/ fdp = / gdp.
E E

= 0. Olkoot lisdksi f,g : E — [0,00]
g(z) aina, kun z € E N A%, Talléin

/fduz/ fdu+/fdu=/ gdu=/gdu- 0
E ENAC A ENAC E

Lause 4.5. Olkoon f : E — [0, oo] mitallinen funktio. Jos [, f dp =0, niin f =0
m.k. joukossa E.

TobisTus. Olkoon A C E ja m(A)
sellaisia mitallisia funktioita, ettd f(z) =

TobisTus. Merkitddn A := {x € E| f(z) > 0} ja oletetaan, ettd m (A) > 0.
Jos jokaisella k € Z, asetetaan

Ey={zeE|f(z)>+},

niin £y C Ej4, aina, kun & € Zy, ja A = U2, E). Siis Lauseen 2.4 nojalla
lim m (Ex) = m (A) > 0, joten

k—oo

1 1
0= [fauz [ fanz [ pdu= ) >0
E B, B, K k

kun £ on riittévén suuri. Téstd seuraa ristiriita, joten m (A) = 0. O

5. Keskeiset raja-arvotulokset ei-negatiiviselle mitalliselle funktiolle

Tassd kappaleessa todistamme muutaman keskeisen tulosksen Lebesgue inte-
graalin hyvasta kdyttaytymisestd raja-arvon oton suhteen.

Lause 5.1. Olkoon A C R"™ mitallinen joukko ja f : A — [0, 00| annettu funktio.
Tdlloin f on mitallinen jos ja vain jos on olemassa sellainen funktiojono (f;)2, C
Y, etti fi(x) < fiy1(x) aina, kun x € A ja i € Z,, sekd lim fi(x) = f(x) aina,
kun x € A.

TobIsTUS. Jos edelld mainittu jono (f;) on olemassa, niin Lauseen 2.4 no-
jalla rajafunktio f on mitallinen. Olkoon siis f : A — [0, co] mitallinen funktio.
Konstruoidaan funktiojono (f;)32, C Y seuraavasti:

fi: Vili [0, 1] jaetaan véleihin (ks. kuva 2)

ja asetetaan

u7 jOSIEf_l(‘/lj),j:l72,
L, josa e f([1,00]).

fi,1 > 2: Vili [0, 4] jaetaan erillisiin osiin

J—17
B

V;'j:[ 9i 7 9

1<j<i2,
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ja asetetaan

f(a) = {f;, jos It < fla) < g g =102,
i, jos f( ) =i

Selvasti f;(z) € Y ja fi(x) < fir1(z) < f(z) aina, kun r e Ajai € Zy. Jos

f(x) < 0o, niin valitsemalla iy > f(z) saadaan f(z) — 5 < f;(z) < f(x) aina, kun

i = 1ip. Taten f;(x) — f(x). Jos taas f(x) = +o0, niin f;(z) = aina, kun i € Z,

ja fi(x) — 400, kun i — oo. Siis lim; ., fi(z) = f(z), aina, kun = € A, ja (f;)2,

tayttad lauseen ehdot. U

Lause 5.1 nojalla olisi ollut mahdollista maéritelld ei-negatiivisen mitallisen
funktion f: A — [0, oo| integraalin yli joukon F C A raja-arvona

[ Fau= i 1. ).
E 71— 00
Talloin olisi kuitenkin pitédnyt osoittaa, ettéd raja-arvo on hyvin maéaritelty, eli,
ettd se ei riipu approksimoivasta funktiojonosta.
Lause 5.2 (Lebesguen MS-lause). Olkoon (fr)52, : E — [0,00] jono sellaisia
mitallisia funktioita, ettd fi(x) < fri1(x) aina, kun z € E ja k € Z,. Talloin
lim [ fi dp:/ lim fi du.
k—oo | @ F k—oo

TobisTtus. Todetaan aluksi, ettd yhtdlon molemmat puolet ovat maaritellyt.
Koska fi(x) < fr41(z) aina, kun « € E, niin Lauseen 4.2 (a) nojalla

0</fkdu</fk+ldu.
E E

Téten ([, 2 fr)iZ, on kasvava reaalilukujono, jolla on raja-arvo
khm/fkdue [0, o0].

Toisaalta lukujono (f(x))72, on kasvava ja rajafunktio
f(x) = lim fi(x) = sup fi(x) = fu(z) 2 0

on myo6s mitallinen ja integraali on siis maéritelty. Téaten yhtalon molemmat puolet
ovat mééritellyt. Edelldolevan nojalla fi(x) < f(x) aina, kun x € F ja k € Z,,
joten

/fkdﬁbé/fd,u aina, kun k € Z,
E E
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ja siis
o= lim fkdu—sup/ Jedp < / fdp.

Riittd4 endd osoittaa, ettd o > [ [ dp. Olkoon 0 < B < 1 mielivaltainen ja olkoon
p €Y sellainen, ettd ¢ < f joukossa F. Merkitdan

Er:={x € E| fu(z) = Bp(x)}, aina, kun k=1,2,...

Selvasti joukot Ej, ovat mitallisia ja By C Ey C ..., sekd U By, = E. Niin ollen
saadaan

/fkdw fedn> | Bedu=5 [ wan
E E,

Ey Eg
Harjoitustehtévand on osoittaa, etté jos ¢ € Y ja (Ax)72, on jono sellaisia mital-
lisia joukkoja, ettd A; C Ay C ..., niin

o ) o .20
k=1
Siis
a=sw [ fdnzplin [ pdu=p [ pdn= (o)
k—oo J g, E

aina, kun ¢ € Y ja ¢ < f, joten

> Bsupl(p,E) =f / fdp.
peY
p<f

Kun  — 1—, niin saadaan lopulta o > fE fdu ja lause on todistettu. O
Lemma 5.3. Olkoot f,g: E — [0, 00| mitallisia funktioita. Tdlldin

/Ef+gdu=/Efdu+/Egdu-

TobisTus. Olkoot (px) ja (1) Lauseen 5.1 jonot funktioille f ja g. Télloin
jono (¢r + ¥r)52; on kasvava ja

Tim (4(2) + ¥s(2)) = F(2) + g(2).

Lebesguen MS-lauseen nojalla

/f+9dM: hm/@k‘f‘wkdﬂz lim </90kd,u+/¢kdﬂ)
E k—co J k—oo \ Jp E

= lim [ opdu+ lim/¢kdu:/fdu+/gdp. g
k—oo JE E E

k—oo @
Induktiolla tulos yleistyy m:lle funktiolle

e Z/fkdu

k=1

Induktiolla saadaan kuitenkin aina vain &déarellisia joukkoja koskevia tuloksia. In-

duktiopaattely voidaan kuitenkin usein yhdistéda sopivalla tavalla raja-arvopéattelyyn

ja néin johtaa vastaava numeroituva tulos. Nain menetelldédn seuraavaksi e.m. yh-
talolle.
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Lause 5.4. Olkoon (fi)52, : E — [0, 00| jono mitallisia funktioita. Tdlloin

/EkadM:g;/Efkdﬂ-

k=1

TODISTUS. Jos n € Z, on mielivaltainen, niin funktio g, = Y ,_, fi on mital-
linen, 0 < g1 < g2 < ... ja

> filz) = lim g,(x)
k=1

on olemassa ja on mitallinen funktio. Lebesguen MS-lauseen ja edellisen huomau-
tuksen nojalla

/ka(x)duz/ lim g, = lim gndu
:ILmZ/fde:Z/fkdu. O
T JE k=1"7E

Lause 5.5 (Fatoun Lemma). Olkoon (f)52, : E — [0,00] jono mitallisia funk-
troita. Tdlloin

/hmlnffk dp < hmmf/f;C dp.

ToDISTUS. Asetetaan g,(z) := infy>, fi(z) aina, kun x € E. Talléin g,(x) <
gn+1(x) aina, kun x € F jan € Z,, joten

lim g,(z) = sup g,(z) = sup ér>1f fr(x) = lilgn inf fr(x).

Lebesguen MS-lausetta voidaan soveltaa jonoon g,, jolloin

/liminff;C duz/ lim g, du = lim/gndu.
g k—oo | 00 n—oo |m@

Koska [, gn < [ gn+1 aina, kun n € Zy, niin ([, gn)o2, on kasvava lukujono ja
raja-arvo on olemassa. Lisaksi

lim [ ¢,du =lim inf/ gn dpe = sup inf / g di
E n—oo

< sup inf / frdp = lim inf/ frdu,
n kz2n Jp k—oco Jp
silld gx(z) = J1r>1£ fj(x) < fe(x) aina, kun k € E. Néin ollen

/hmmffk = hm/gk hmmf/fkdu U

Esimerkki. Olkoon

file) = kx (o 1)(®) = {

0, joszx< 0ta1:1:>%,
k, JOSO<ZE<E.

Télloin f(z) — 0 aina, kun z € [0, 1], mutta

fe(@)dz =k-m((0,1)) = k-%zl aina, kun k € Z;.

(0,1]
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Siis
/ lim frdr=0<1= lim frdz.
[0,1] k—oo

k=20 J0,1]

Lause 5.6. (a) Olkoon {Ey} perhe erillisia joukkoja ja f : UPEy — [0, 00] mi-
tallinen funktio. Talloin

fdp = fdp.

(b) Olkoon {Ey}2, C M kasvava tai vihenevd jono ja f mitallinen joukossa UE,.
Jos Ej on vihenevd, oletetaan lisdksi, ettd fEk fdu < oo jollain k. Tdlloin

/ fdp = lim fdp.

TobisTus. Harjoitustehtavi. U

6. Mitallisen funktion integraali
Funktiolla f : E — R on aina esitys

f(z) = f*(x) — f(z) aina, kun z € F,
missa

[ (@) = max{0, f(2)},

S () = max{0, = f(2)} = —min{0, f(z)}.
Lisaksi

|f(z)| = f*(x) + f (x) aina, kun z € F.

Funktio f : £ — R on mitallinen, jos ja vain jos f* ja f~ ovat mitallisia
(miten tdmi todistetaan?). Niin ollen mitalliselle funktionlle f : E — R integraalit
S [Hdp ja [, f~ dp ovat mééritellyt ja ovat vilin [0, co] lukuja.

Néin saadaan funktion f integraalille yli joukon E “luonnollinen” mééritelmé

[Efdu:/Eﬁdu—/Ef-du.

Téssé kuitenkaan tapausta +00 — (+00) ei ole mééritelty, joten rajoitetaan tar-
kasteltujen funktioiden joukkoa seuraavasti:

Miiritelmi 6.1. Jos f : E — R on mitallinen ja

/f*du<oo TAI /f‘du<oo
E E

niin méarittelemme funktion integraalin kaavalla

/Ef:=/Ef+du—/Ef‘du-

Funnktiota sanotaan integroituvaksi (tai Lebesque-integroituvaksi) jos

/f*du<oo JA /fdu<oo
E E
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Lause 6.2. Funktio f : E — R on integroituva yli joukon E jos ja vain jos f on
mitallinen ja [, |f| < oo. Tdlloin lisiksi

[ ran]< [ 151dn

Tobistus. Funktio f on integroituva yli joukon E' jos ja vain jos se on mital-
linen ja [, f*dp < oo ja [, f~du < co. Mutta [f| = f*+ f~ > f*ja f~ >0,
joten Lauseen 5.3 nojalla [, |f| du < co. Jos f on mitallinen ja [, |f] du < oo,

niin [,(f*+ f7)dp < oo jasiten [, frdu+ [, f-du < ooja [, frdu < oo ja
Ji [~ dp < oo. Néin ollen f on integroituva. Lisiksi

‘/Efdu‘z‘/Eﬁdu—[Ef‘du‘é‘Af*du‘Jr‘[Ef‘du‘
— [ rraws [ ran= [ e pan= [10an O

Koska integroitavat funktiot muodostavat niin yleisesti kiiytetyn luokan, anne-
taan sille nimi: Sanomme, ettd f € L'(E, u) jos f: E — R on mitallinen funktio
jolle [, |fldp < co. Jos E on yhteydesté selvi, kiytetddn lyhyempéd merkintéd
L*(p). Jos p on Lebesgue:in mitta, kiytetddn merkintda L'(E) to L.

Integraalin perusominaisuudet ovat jalleen helposti todistettavissa tassa ylei-
sessé tapauksessa.

Lause 6.3. Oletetaan, etti f,g € L'(E, u).
(a) m({z € E| f(z) = 400 tai f(x) = —oo}) = 0.

(b) Jos f < g m.k. joukossa E, niin / fdu < / gdpu.
E E
(c) funktio f+ g on mddritelty m.k. joukossa E, f+g € L'(E, u) on integroituva

yli joukon E ja
/f+gdu=/fdu+/gdu-
E E E

(d) Jos a € R, niin af € L'(E, u) ja/afdu:a/fdu.
E

E

TobisTus. Kohdat (a)—(c) jatetddn lukijalle.

Kohdan (d) voi todistaa vaikka seuraavasti: Jos a > 0, niin (af)" = af" ja
(af)” = af~, joten viite seuraa Lauseesta 4.2 (e). Jos a < 0, niin (o f )" = (—a)f~
ja (af )™ = (=) f*, joten

[atdu=[@p = [y au= [ (- dn= [ arrtan
= (o) [ ran=(o) [ frau=a- ([ pran= [ i)

~a [ rau O

Edellisesté lauseesta seuraa erityisesti, ettd jos f : £ — R on mitallinen funktio
jolle |f(z)] € g(z) m.k. joukossa E jollekin g € L'(E, i), niin myos f € L*(E, p)

ja
/Ifl du</gdu-
E E
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Kolmas keskeinen Lebesgue:in teorian raja-arvolause ei vaadi funktiolta ei-
negatiivisuutta, vaan etta itseisarvo on sopivasti ylhéalta rajoitettu. Téasta syysta
sitd kutsutaan dominoidun suppenemisen lauseeksi.

Lause 6.4 (Lebesguen DS-lause). Olkoon f : E — R mitallinen funktio ja (fx)5>,
jono sellaisia mitallisia funktioita E — R, ettd fi.(x) — f(z) m.k. joukossa E.
Jos on olemassa sellainen integroituva funktio g : E — [0, 00], ettd |fi(z)| < g(z)
m.k. joukossa E aina, kun k € Z., niin funktio f on integroituva yli joukon E ja

/lim fkduz/fdu: lim/fkd,u.
Ek—>oo E k—oo E
Tobistus. Merkitaan
By={w € B| lim fi(e) = f(2) ja [fu(@)] < gx) vk € Z4 }.

Selvéastim (E'\ Ey) = 0. Liséksi | f(z)| < g(x) aina, kun « € Ey, silla | fx(z)| < g(x)
aina, kun k € Z, ja x € Fy. Edellisen lauseen nojalla kaikki funktiot f; ja myds
funktio f ovat integroituvia yli joukon F. Merkitdan

A={z e Ey| |fu(x)] <ocoVk €Zija |f(x)] <oo}.

Lauseen 4.3 nojalla myés m (E\ A) = 0. Nyt funktiot ¢ + fr : A — [0,00][ ja
g+ f:A—0,00[ ovat integroituvia joukon A yli ja g(x) £ fr(x) — g(z) = f(x)
joukossa A. Fatoun Lemman nojalla

/gdu+/fdu=/g+fdu=/ lim g + fidp
E E A A ko0
<liminf/g+fkd,u:liminf</gdu—i—/fkdu)
:/gdu—i—liminf/fkdu,
E k—o0 B

joten

/fd,uéliminf/fkd,u.
E k—oo E
Vastaavasti
/gdu—/fdu=/g—fdu<liminf/g—fkdu
E E A k=0 Ja
:liminf</gdu—/fkdu>:/gdu+liminf<—/fkdp)
k—o0 A A B k—o0 B

:/gd,u—limsup/fkd,u
E k—oo JE

ja saadaan

k—oo

/ fdu = limsup fi dpu.
E
Talloin

limsup/ frdu < / fduéliminf/ frdu.
E E k—oo E

k—oo
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Koska aina lim inf a;, < limsup ag, on vélttaméatta

k—oo k—o0

liminf/fkduzlimsup/fkd,u:/fdu. U
E E E

k—o0 k—00
Jos m(E) < oo ja |fe(z)] < C mk. joukossa E aina, kun k € Z,, ja fi, — f
m.k., niin ¢ = C on integroituva majorantti ja siis DS-lause pétee ja

/fdu<Cm(E)<oo.
E

Seuraavan lauseen todistaminen jatetddn harjoitukseksi.

Lause 6.5. Olkoon {Ey}r C R™ korkeintaan numeroituva perhe erillisid mitallisia
joukkoja ja f : UpE), — R mitallinen funktio.
(a) Jos f on integroituva joukon U, Ey, yli, niin f on integroituva jokaisen joukon
Ey. yli ja
(8) fdu=>Y [ fdp.
ko Ek

Ur Bk

(b) Jos f on integroituva jokaisen joukon Ejy yli ja jos

%:/Ek\f!du<oo,

niin f on integroituva joukon UxEy yli ja kaava (8) on voimassa.

7. Riemannin integraali

Mika on Lebesguen ja Riemannin integraalien vélinen yhteys?
b

Téssa luvussa kiytdmme symboolia f(z) dx Riemannin integraalille. Té&-

a
méa symbooli yleensd tarkoittaa jotain muuta; Riemannin integraalille ei ole eri-
tyistd symboolia, koska, kuten seuraavaksi osoitamme, siiné, ettd Riemannin ja
Lebesgue:in integraaleille kiytetddn samaa symboolia ei oikeasti ole sekaannuksen
vaaraa.

Seuraava tulos pétee yleisemminkin, mutta todistetaan se tésséd yksinkertai-
suuden vuoksi tapauksessa n =1 ja E = [a, b].

Lemma 7.1. Olkoon f : [a,b] — [0, 00] Riemannin mielessd integroituva. Tdalldin
f on mitallinen ja

b
. fdx :fg f(x)dx,

ts. integraalit ovat samat.

TobisTus. Koska f on Riemannin mielessé integroituva, on olemassa sellaiset
porrasfunktiot {¢,} ja {¢n} (ala- ja ylasummat), ettd

on(z) < f(z) < Yu(z) aina, kun x € [a,b] jan € Z, , scki
O<¢n<§0n+1<f<¢n+1<wn

Integraalin méaaritelméan nojalla

b b 1
j[l/}ndx—j{ Opdr < —,
a a n
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joten

n—oo

b b
7{ f(x hm on(x) dr = lim Y, dx.

Toisaalta jokainen téllainen porrasfunktio on myos yksmkertamen funktio ja

b b
7{ Y dr = / Ypdr ja 7{ U dx = Uy, dz.
a (a,b] a [a,b]

Rajafunktiot p(z) := lim, o ©n(x) ja (x) := lim, . ¥, (z) ovat myds mitallisia,
joten Lebesguen MS-lauseen ja Fatoun Lemman nojalla

/ pdr = lim Op dr = lim ¢nda:2/ (lim ,) dx = W du.
[a,b] [a,b] la,

n—oo [a,b] n—oo b] n—oo [(Z,b]

Toisaalta (z) < f(z) < (), joten [, ;0 < [, ;¥ Siis
¢ - QDd.T = 07
[a,b]

missé ¢ — ¢ > 0. Lauseen 4.5 nojalla ¢(z) = ¢(z) m.k. valilld [a, b], joten f(z) =
o(x) = ¢(x) m.k. vililla [a, b]. Siis f on mitallinen. Lopuksi saadaan

b b
fdx:/ pdr = lim gondx:}{ f(z)dz. O
[a,b] [a,b] = Ja a

Lause 7.2. Olkoon f : E — R Riemann-integroituva. Talldin funktio f on in-

tegroituva yli joukon E ja
/fda::ff(:c)da:
E E

TobpisTus. Tarkastellaan tapausta n = 1. Jos funktio f on Riemann-integroi-
tuva, niin f* ja f~ ovat Riemann-integroituvia. Lemman 7.1 nojalla

/Eﬁdx:]if*(x)dx jo [Ef- zjif‘(x)dx

/Efdx:/Ef+dx—/Ef‘dx:ﬁf*(x)dx—jif‘(m)dx
~ @@= § f@ O

Huomautus. Lauseen 6.2 nojalla funktio f voi olla mitallinen vaikka se ei ole
integroituva ( fE fTdx =400, tai fE f~dx = 400 ). Tamé johtaa eroon epéoleel-
lisissa integraaleissa.

Esimerkki. Olkoon f : [71,00[— R, f(z) = % Funktio f on jatkuva, joten se
on mitallinen. Nyt

Siis

(n+1)w

(1) ]smaj\ - 1 ,
T,00 n=1

:;;n—kl:—i_

Q.
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Siis f ei ole integroituva. Toisaalta epaoleellinen Riemann-integraali on olemassa,

silla - . ..
/ " Jr = lim Y g =: lim J(c),

x c—oo | €T c—00

missa

n=1  a(k+D)m _:
J(nm) = Z/k T .

x
k=1 v FT
Leibnitzin testin nojalla yo. sarja suppenee.

Essee tehtévi 2. Osoitta, ettéd f : [a,b] — R on Riemannin mielessd integroituva
jos ja vain jos f on jatkuva m.k. valilld [a,b]. Liahteend voi kiyttdd esimerkiksi
kirjaa [Apostol s. 169-172].

8. Integraalilaskennan pailause

Tahan mennessa olemme maéritelleet Lebesgue:in integraalin, osoittaneet sen
perusominaisuudet sekd yhteyden Riemann integraaliin. Liséksi olemme néhneet,
ettd Lebesgue:in integraalilla on hyvia suppenemisominaisuuksia, joita Riemannin
integraalilta puuttuu. Seuraavaksi tarkastelemme mita viimeksimainituista seuraa
my6s muita perusanalyysista tuttuja lauseita yleisemmaéssd muodossa. Erityisesti
tarkoituksena on tutkia, milloin integrointi ja derivointi ovat toistensa kdénteiso-
peraatioita, eli milloin

b T
) d
[ r@de=0)- @) i [ w)ds= sy
Integroituvalla funktiolla on se ominaisuus, etté sen integraali yli pienen joukon
on aina pieni:

Lause 8.1. Olkoon f : E — R integroituva yli joukon E. Tdlléin jokaista lukua
e > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

JALEEE

aina, kun A C E on mitallinen ja m (A) < 0 (ts. integraali on tasaisesti jatkuva,).

ToDISTUS. Mééritellddn approksimaatio funktiolle |f| seuraavasti (ks. kuva
3):

Kuva 3. Approksimaatio ¢ (z)

1@l s 1@l <k
1"“”‘{& jos [£(2)| >
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aina, kun k € Z,. Talloin jokainen 1, on mitallinen ja ei-negatiivinen sekd 0 <
Un(x) < Year(2) < |f(2)] aina, kun o € E ja k € Z,. Edelleen ty(z) — |f(z)]
aina, kun x € F, joten voidaan soveltaa Lebesguen MS-lausetta:

i [ dedp= [ Jim vedu= [ 7] du
k—oo E E k—oo E

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska nyt

k—oo | @
niin on olemassa sellainen kiinted s € Z, etta [, |f| —1sdp < 5. Valitaan 0 = £,
jolloin jokaiselle mitalliselle joukolle A C E, jolle m (A) < §, on voimassa:

/%dﬂé/sdu:sm(/l)<3(5:§.
A A 2

Amwzlm—mW+A%w

e €
<-+-=c O
2 2
Loppukappaleessa tarkastellaan tapausta n = 1, eli reaaliakselin osajoukko-
ja E C R. Seuraava esitys perustuu kirjaan Royden, “Real Analysis, 2-nd ed.”.
Todetaan ilman todistusta Vitalin peitelaustetta:

Lemma 8.2 (esim. Royden, “Real Analysis, 2-nd ed.”; s. 95). Olkoon E C R
joukko jonka ulkomitta on ddrellinen. Olkoon J sellainen joukon E peite, ettd
jokaisella v € E ja € > 0 on olemassa vali I € J joka sisdltdd pisteen x ja jonka
ulkomitta on korkeintaan e.

Nyt jokaiselle € > 0 on olemassa ddrellinen erillisten vilien perhe {1, ..., I}
jotka melkein peittivdt E, eli

Siis

k
m*<E\Ull> < e
I=1
Reaaliakselin funktiolle f: (a,b) — R mééiritellddn suunnatut yla- ja aladeri-

vaatat seuraavasti

D*f(z) = limsup I

h—0t+

D™ f(z) = limsupf
h—0+
flz+h) = f(z) .

Ja

D, f(x) = liminf

h—0t

T
h
o J) = flz = h)
D_ =1 f :
fle) = Bnpt==—,
Jos Dt f(z) = D™ f(z) = D4 f(x) = D_f(x) niin merkkaamme f'(x):114 yhteisté
arvoa. Jos DV f(x) = D™ f(x) = Dy f(z) = D_f(x) # %00 niin sanomme, ettd f
on differentioituva pisteessa x.
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Lause 8.3. Olkoon f kasvava funktio vdlilli [a,b]. Silloin f on differentioituva
melkein kaikialla, ja

| 1win < 10) - fia)

TobisTus. Tutkitaan joukkoa jossa DT f > D_f, ja osoitetaan se nollamit-
taiseksi. Muut epéyhtilét D* > D, hoidetaan samalla tavalla. Tésté pastellddn,
ettd f’ on olemassa melkein kaikialla.

Kvantitatiivien kontrollin saamiseksi jaamme joukon DT f > D_ f seuraavasti:

{D*f>D_f}= | {Df>u>v>D_f}.

u,vEQ =B

Nyt m({D*f > D_f}) < >, m(E..), joten riittdd osoittaa, ettd m(E,,) = 0
kaikille u, v € Q. ’

Kiinnitetddn siis u, v € Q jae > 0, ja asetetaan s := m(E,,). Peitettdén joukko
E, , avoimella joukolla A jolle m(A) < s + €. Koska D_f(z) < v joukossa E,,
16ytyy mielivaltaisen pieni h > 0 jolle f(z)— f(x—h) < vh. Téllaiset vilit [z —h, z]
jotka sisdltyvit joukoon A peittévit joukon E,,,. Vitalin peitelauseen mukaan
voidaan valita sellainen &érellinen, erillinen osapeite {I1,..., I} ettd m(EW \
Ulm) < ¢, jolloin m(UIm) > s — €. Merkataan B = |J I,,,. Vilien I, = [z, —
R, ] konstruktion nojalla saadaan

> F@m) = f(@m = h) <Y Vb <vm (| Ln) < vm(A) < v(s +e).

Intuitio téssé on, ettd jos funktion derivaatta on v, niin funktio muuttuu korkein-
taan h-pituisella valilla korkeintaan vh.

Kéytettdan seuraavaksi ehtoa DT f(x) > u vastaavalla tavalla. Jokaiselle y €
E,, N B 16ytyy mielivaltaisen pieni r > 0 jolle f(x + 1) — f(z) > wr. Téllaiset
valit [z, x4 r] jotka siséltyvét joukoon B peittévit joukon E, , N B. Vitalin peite-
lauseen mukaan voidaan valita sellainen &érellinen, erillinen osapeite {Ji, ..., J;}
ettd m((Ew NB)\U Jm) < ¢, jolloin m( U Jm) > s —2¢. Kuten alemmin saadaan

I I
Zf(ya +70) — fya) = ZW“ > (s — 2€).
a=1 a=1

Kiinnitetdén luku m € {1,...,k} ja tutkitaan niitd vileja J, jotka sisdltyvéit
joukkoon I,,,. Koska f on kasvava seuraa, etta

Z fWa+71a) = f(Wa) < f(2m) = f(@m—m).
a: JoClm
Jokainen J, kuuluu tdsmélleen yhteen joukkoon I,,,. Kun siis lasketaan yhteen edel-
liset yhtélot arvoillam = 1, ..., k saadaan oikealle puolelle jokainen J, tdsmaélleen
kerran. néin ollen saadaan

! k
Zf(ya‘i‘ra) — f(¥a) < Zf(xm) = f(@m = ).
a=1 m=1
Kun tdmé yhdistetdédn yhtaloihin (8) ja (8) saadaan v(s —2¢) < u(s+¢). Koska u,
v ja s eivat riipu e:ista, saadaan edelleen vs < us. Koska v > u ja s > 0 péaatellaén,
ettd s =0, eli £, , on nollamittainen.
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Nain my6s E on nollamittainen, ja paattelemme, ettd f’ on olemassa melkein
kaikkialla ja

/ . f(l’—l—h)—f(l’)
fiz) = limy h

melkein kaikkialla. Tutkitaan e.m. raja-arvoa seuraavaksi kun h = 1/m ja maéri-
tellddn g, (z) = m(f(z + 1/m) — f(x)), missd f(z) = f(b) jos x > b. Selvésti g,,
on mitallinen. Lisdksi g,, — f’ m.k., joten f’ on mitallinen.

Koska f on kasvava funktio, on g,, > 0. Soveltamalla Fatoun lemmaa saadaan

b b
/f'(x)dxéliminf/ gm(z) dz

b
= hminfm/ flx+1/m)— f(x)dz
ab—i—l/m

a+1/m
= liminfm f(a:+1/m)da:—/ f(z)dx

< f(b) = fla).

Néin ollen f' € L'([a,b]) joten f < oo m.k., ja funktio on siis differentioituva
m.k. U

Edellinen lause pétee vain kasvaville funktiolle, mutta derivaatan lineaari-
suuden nojalla péatelladn, ettd funktio f on derivoituva melkein kaikialla, jos
f = fi1— fomissa f; ja fy ovat kasvavia funktiota. Annetaan télle funktioluokalle
nimi:

Maaritelma 8.4. Funktio f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva jos f = f1—fo
missa f1 ja fo ovat kasvavia funktiota.

Huomautus. Yleensa rajoitetusti heilahteleville funktioille kiytettédén toista méaa-
ritelméd, joka on kuitenkin ekvivalentti tdmén maéritelmén kanssa.

Palautetaan mieleen integraalifunktion kasite:

Maéritelmi 8.5. Olkoon f : [a,b] — R vilin [a, b] yli integroituva funktio. Funk-
tiota F': [a,b] — R, jolle

F(:I:):/xfdac kun z € [a, b],

sanotaan funktion f mtegmalifunktz'oksi
Huomaa, ettéd F(z) € (—o0,+00), koska [ fdx = [T f+*dv — [T f~ dz, missé

/f+dl’</f+dx<oo,]a/ frdr < /f dr < .

Maaritelman mukaan
:1:):/ f+da:—/ fdx.

Koska f* ja f~ ovat ei-negatiivisia, ovat funktiot

x»—>/f+dx ja x»—>/f_dx
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kasvavia, joten integraalifunktio F' on aina rajoitetusti heilahteleva. Néin Lausees-
ta 8.3 seuraa, ettd F on differentoituva melkein kaikkialla. Tavoittenamme on
lisdksi osoittaa, ettd F' = f m.k. Todistetaan tdmé& muutaman aputuloken avulla.

Lemma 8.6. Olkoon f € L'([a,b]) ja F(x) = 0 m.k. x € [a,b]. Tdlloin myds
f=0mk z € a,b].

Tobpistus. Olkoon E se joukko jossa f > 0, ja tehdddn vastaoletus, ettd
m(FE) > 0. Mitan sisasaannollisyyden nojalla 16ytyy suljettu joukko F' C E joka
on myos positiivismittainen. Merkitaan A = (a,b) \ . Huomaa, ettd A on avoin.

Koska )
O:/ fdx:/fdx—i-/fdx,
a A F

padtelldén, ettd [, fdz = — [ fdz < 0. Koska A on avoin joukko, voidaan
se esittdd numeroituvana yhdisteend avoimia véleja: A = U;(a;, b;). Integraalin

additiivisuudesta saadaan
00 b;
/ fdx = Z / fdx.
A i=1 7 ai

Ainakin yksi summan termi on nollasta eroava, esim. fabm fdx # 0. Nain ollen

/aaifdx#/abifdx

joten ainakin toinen néistd eroaa nollasta, vastoin lauseen oletusta.
Sama ristiriita syntyy jos l6ytyy positiivismittainen joukko jossa f on pienempi
kuin nolla. Nain f =0 m.k. U

Lemma 8.7. Olkoon f rajoitettu mitallinen funktio valilld [a,b]. Tdlloin F' = f
melkein kaikkialla.

TobisTus. Olkoon K > 0 sellainen, ettéd |f(z)| < K kaikilla = € [a, b]. M&é-
ritelldan

:E—i—a
fule) =n(Flo+3) = F@) =n [ 1w dy.
Toisesta lausekkeesta péételldén, etté | f,,| < K.
Koska F' on rajoitetustu heilahteleva, on F' differentioituva m.k., ja f,, — F’
m.k. Néin ollen dominoidun suppenemisen lauseesta seuraa, etté

/ F'dr = lim fm dx

m—0o0
z

= limm [ F(z+1)—F(z)dz

z—i—% a—&-%
= lim m(/ F(x)dx—/ F(x)dx)

:F(z)—F(a):/Zfdx.

a

Niin siis [ F’ — f do = 0 kaikilla z € (a,b), joten F' = f mk. edellisen lemman
nojalla. O

Lause 8.8. Olkoon f € L'([a,b]). Tdlloin F' = f melkein kaikkialla.
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TobISTUS. Riittai tarkastella erikseen funktioita f* ja f~. Néin ollen oletam-
me, ettd f < 0.
Olkoon f,,(z) = min{f(x),m}. Koska f — f,, = 0, on funktio

Gue) = [ £~ o

kasvava muuttujan z suhteen. Néin ollen G,, on differentioituva m.k., ja G/, > 0.

Koska f,,, on rajoitettu, paatellaén edellisen lauseen nojalla, ettd F) = f,, m.k.,
missd F,, on f,:n integraalifunktio. Integraalin ja derivaatan additiivisuudesta
saadaan nyt

F'(2) = (Gn(2) + Fin(2)) = G,(2) + F(2) 2 fim(2)

m.k. Koska tamé pétee kaikille m > 1, saadaan téstd F'(z) > f(z) m.k. Toisaalta
Lauseen 8.3 tieddmme, etta

b
/ F'— fdxr <0.

Koska integroitava funktio on ei-negatiivinen m.k., seuraa tésta, ettd F’ = f m.k.
O

Edelld ndimme, ettd integroituvan funktion integraalifunktion derivaatta on
funktio itse. Vastaavasti voisi ajatella, etta derivaattaa integroimalla saisi takaisin
alkuperéisen funktion. Néin ei kuitenkaan yleisesti kiy. Esimerkiksi Cantorin rap-
pufunktio on monotoonisesti kasvava, ja silla on siis derivaatta melkein kaikialla.
Kuitenkin sen derivaatta on nolla m.k., joten derivaatan integraalikin on nolla,
eiké alkuperéinen funktio.

Jotta derivaattaa integroimalla saisi takaisin alkuperdisen funktion vaaditaan
siis jokin lisdoletus, josta yleisin on seuraavan méaaritelmén antama.

Maaritelma 8.9. Funktiota h : [a,b] — R sanotaan absoluuttisesti jatkuvaksi
valilla [a, b], jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd jokaiselle

aarelliselle kokoelmalle erillisia osavéleja (ay, by) C [a,b], k =1,2,...,i, ehdosta
Z(bk — Clk) <0
k=1

seuraa, etta

> (b)) — h(ar)| < e.

Lauseelle 8.1 saadaan valittomasti

Esimerkki. Jos f : [a,b] — R on integroituva yli vilin [a, b], niin sen integraali-
funktio g on absoluuttisesti jatkuva valilla [a, b]:
Olkoon € > 0. Lauseen 8.1 nojalla on olemassa sellainen § > 0, ettd

/ﬁﬂdx<@
A
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kun m (A) < 6, A C [a, b]. Olkoon {(ay,bx)}}_; sellainen kokoelma erillisid véleja,
etta 2221 (bk — ak) =m (UZ:I (ak, bk)) < 9. Silloin

n bk

im(bk)—g(ak)l = fdx—/aakfdx‘

k=1 a

n ag by ag
::E:!/ Fdr+ fdx+l/ fdd
k=1 a ay a
n by n b
:Z/ fdx‘<2/ If| de
k=1 Ak k=1 " ak

_ / | do < <.
U}zzl[alwbk]

Absoluuttisesti jatkuva funktio on rajoitetusti heilahteleva, joten se on diffe-
rentioituva.
Toistaiseksi ilman todistusta esitetddn seuraava lause:

Lause 8.10. Jos I on absoluuttisesti jatkuva, niin F(z) = F(a) + [ F'(y)dy
kaikilla x € [a,b].




LUKU 3

Hilbertin avaruudet

1. Funktioavaruudet

Tahén asti olemme tutkineet yhtd funktiota, ja erityisesti sen integraalia.
Olemme myds lyhyesti katsoneet integroinnin ja differentioinnin vélistd yhteyt-
td, ja todistaneet integraalilaskennan peruslauseen huomattavasti yleisemmaéssa
tapauksessa kuin aiemmilla kursseilla.

Matemaattiselle analyysille oli ominaista juuri téllainen yhteen funktioon kes-
kittyva lahestymistapa aina 1900 luvun alkupuolelle asti. Naista ajoista ldhtien
ollaan analyysin ongelmia tutkittu myos funktioavaruuksien kautta. Funktioava-
ruus on joukko funktioita, joille méaritelldén jonkinlainen geometrinen struktuu-
ri. Esimerkiksi funktion approksimoinnissa on luonnollista ajatella, ettd kahden
funktion vililld on jokin etdisyys: mitad pienempi etdisyys oikeaan funktioon, sité
parempi approksimaatio.

Funktioavaruus ldhestymistavalla on lisiksi se etu, ettd saamme kayttoom-
me lineaarialgebran ja topologian tyokalut. Lahdetéaéan siis liikkeelle palauttamalla
mieleen lineaari algebran peruskésitteen maaritelmaé:

Maaritelma 1.1. Olkoon V joukko, K kunta, ja+: VXV — Vija-: KxV =V
kuvauksia. Sanomme, etta (V, +, ) on vektori avaruus yli kunnan K jos seuraavat
ehdot tayttyvat:

(V,4) on abelin ryhmi;

1-v = kaikilla v € V;

a-(f-v)=(af)- vkaikillav € Vjaa,p € K,
a-(u+v)=a-ut+a-vija(a+p)-v=a-v+[-vkaikilla u,v € V ja
a,f e K.

Esimerkki. Tutut esimerkit vektori avaruuksista ovat Q yli Q, R yli R, C yli C,
Ryli Q, R yli R, C yli R, jne.

Olemmekin jo kohdanneet esimerkin funktioavaruudesta, eli funktiojoukosta,
joka on vektoriavaruus. Jos nimittdin méarittelemme funktioiden yhteen- ja kerto-
laskun pisteittéin, ts. (f+g)(z) = f(z)+g(z) ja (a- f)(x) = af(z), niin L' (E, )
on vektoriavaruus yli kunnan R.

Tama avaruus on itse asiassa vain yksi esimerkki laajemmasta perheesté, joka
méaritelladn seuraavasti:

Maaritelma 1.2. Olkoon g mitta ja E p-mitallinen joukko. Avaruus LP(E, u)
koostuu niista funkioista f: £ — R joille

[l au < o

Huomaa, ettd kun operaatioista + ja - ei sanota mitéaén, kuten edellisessé méa-
ritelmaéssé, tulee ymmartéaa, ettd kyse on luonnollisista operaatioista, eli pisteit-
taisestd yhteen- ja kertolaskusta.

45
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Kaikki muut vektori avaruuden ominaisuudet ovat selvét, paitsi se, ettd f, g €
L? implikoi, ettd f + g € LP. Oletetaan siis, ettd f, g € LP. Silloin

[ 1t@+g@Pdn< [ (5@ +lg@)) du <2 [ [P +lo@ldu< o
E E E
Toisessa epayhtalossa kiytimme reaaliluku epayhtaloa
T+y < (mp + yp)l/p.
2 2
Tutkittaan miten eksponentti p vaikuttaa avaruuden LP kokoon:

Lause 1.3. Olkoon E p-mitallinen joukko jolle u(E) < oo. Talloin LP(E, pu) C
Li(E, i) jos ja vain jos p = q.

TobpisTus. Olkoon p > ¢. Meidén pitéa siis todistaa, etta funktio f € LP(FE, p)
kuuluu myos avaruuteen LI(F, ). TAmé seuraa arviosta

/E @) du < / max{1, |f(2)]"} dp < p(E) + / f@Pdu<oo. O

Edellisesté lauseesta seuraa erityisesti, ettéd jokainen LP funktio on integroituva
jos joukon F mitta on aérellinen. Lukija voi harjoituksena osoittaa, ettd edellisen
lauseen inkluusio on aito jos p > ¢, ja, ettd lause ei pade ilman oletusta u(E) < oc.

Meiti kiinnostaa erityisesti avaruus L?. Aluksi voi tuntua siltd, ettd timé ava-
ruus on hankalampi kuin avaruus L!. Itse asiassa piinvastainen on totta. Intuition
siitd, miksi néin on saadaan katsomalla Fukliidista avaruutta: tdssdhin kiytdmme
yleenséa etaisyytta

n
Z |z — yil?,
i=1

emmeké (ns. Manhattan eli taksi)etdisyytta

x -yl = Z |z — yil.
=1

Jos summa jaetaan luvulla n ja annetaan n — oo, niin summa lahestyy inte-
graalia, ja saamme vastaavat L? ja L'-etiisyydet:

1f = gllr = ( [ 1rt@) —g<x>|2du)l/2,

Hf—g||1:/E\f(w)—g(w)!du,

kun f,g € L? tai f,g € L'. Huomaa, ettd jos E = {1,...,n} ja u on lukumééri-
mitté, niin L?(F, p) on sama avaruus kuin (R™, | - |).

Seuraava maaritelma kiteyttaé etdisyyden ydinominaisuudet abstraktissa muo-
dossa.

ja

Maaritelma 1.4. Olkoon V vektori avaruus, jonka kertojakuntana K on joko
R tai C. Vektori avaruudessa V' maédriteltyd reaalifunktiota x +— ||z|| sanotaan
normiksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(N1) ||z|| = 0 aina, kun = € V;

(N2) |||l = 0 jos ja vain jos z = 0;

(N3) || z]| = |\l ||z|| aina, kun A € K,z € V; ja
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(N4) ||z +y|| < ||z]] + ||y|| aina, kun z,y € V [kolmioepayhtald).
Paria (V) [|-||) sanotaan normiavaruudeksi.

Huomautus. Normiavaruutta yleisempi rakenne on metrinen avaruus. Normia-
varuudesta saadaan metrinen avaruus méadrittelemélld metriikka d(z, y) = ||z —y||.
Metristen avaruuksien teoriaa on esitetty Liitteessa A.

Esimerkkejd normiavaruuksista ovat (R™,|-|) ja (R™, |- |1). Funktioavaruus
(L',]| - ||1) toteuttaa kaikki normin ehdot, paitsi (N2): || f]; = 0 jos ja vain jos
f = 0 m.k., kuten olemme aiemmin todistaneet. Avaruudessa L' voidaan kuiten-
kin maéritelld ekvivalenssi relaatio f ~ ¢g jos f = g m.k. Taméa tarkoittaa, etté
samaistamme funktiot jotka yhtyvit melkein kaikkialla. Nyt pari (L'/ ~,] - ||1)
on normiavaruus. Tavallisesti sanomme, ettd L' on normiavaruus, niin, ettd ekvi-
valenssirelaatio jaa implisiittiseksi.

My6s L? on esimerkki normiavaruudesta (samalla ekvivalenssirelaatio tulkin-
nalla). Muut ehdot kuin kolmioepéyhtélo (N4) on helppo tarkistaa. Kolmioepéyh-
talon todistamiseksi esittelemme seuraavan téarkedn tyokalun:

Lemma 1.5 (Cauchy-Schwartzin epayhtild). Olkoon f,g € L*(E, ). Tdlléoin

[ir@s@lans ([ ise w)l/g( / !g(w)IQdu)l/2-

TopIsTUS. Tutkitaan funktiota (|f| — r|g|)?, missi r € R ja f,g € L*. Tama
funktio on ei-negatiivinen, joten

0</(|f|—r|g|)2du=/deu+r2/g2du+2r/|fg|du:;A+Cr2+2Br.
E E E E

Kuten viimeisesta esityksestd nahdéan, on meilld r:n suhteen toisen asteen polyno-
mi, joka on ei-negatiivinen, tdma tapahtuu tdsmaélleen silloin, kun diskriminantti
B? — AC on ei-positiivinen. Tésti saadaan Cauchy-Schwartzin epayhtilo. O

Tisti seuraa, ettd L? on normiavaruus: olkoot nimittiin f, g € L2. Télloin

||f+9||§:/<f+g)2d,u:/fzdﬂ—i-?/fgdu—l—/gzdu
</de/H2</f2du/92du)1/2+/92du
1/2 1/272
“|(fra) (foa) ]

= [I1£ll2 + g2l

kolmioepéyhtélo seuraa ottamalla téstd puolittain neilojuuren. Myos avaruudet
LP(E, 1) ovat normiavaruuksia (modulo ekvivalenssi). Kolmioepéyhtdlon todista-
minen vaatii nyt lisdtyoté, johon ei tédsséd ryhdyta. Kiinnostuneelle kuitenkin:

Essee tehtava 3. Téssa tehtédvissd on tarkoituksena osoittaa, ettd LP on nor-
miavaruus kun p € [1,00). Taméi edellyttda kolmioepayhtélon todistamista, joka
hoituu Youngin, Holderin ja Minkowskin epéyhtéloiden avulla.

Téamén avulla saamme my6s uuden esimerkin normiavaruudesta, joka vastaa
numeroituva-ulotteista Eukliidista avaruutta:
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Esimerkki. Olkoon £ = N ja p lukumééramitta. Télloin funktio f € LP(E, u)
voidaan luonnollisella tavalla samaistaa jonoon (x;)2,, missd x; = f(i). Tata
avaruutta merkitédén tavallisesti [?. Se siis koostuu niistd jonoista joille [|(z;)||, <
00, missi normi madritellaan

sl = i o "

Nyt siis normi ||z —y/|| mittaa kahden normiavaruuden alkion vilista etaisyytté.
Sanomme siis, ettd z; — x jos ||x; — x| — 0.

Esimerkki. Olkoon f € L*(F). Jos f; — f avaruudessa L?, niin f;(x) — f(x)
mk. z € E. Jos fi(x) — f(x) mk. x € E ja liséksi tiedamme, ettd |f;| < g m.k.,
missi g € L2, niin péittelemme dominoidun suppenemisen lauseen avulla, etti
|fi = fll2 — 0, jolloin siis f; — f avaruudessa L?. |[Esimerkin véittdmien tarkempi
perustelu jatetddn harjoitustehtéviksi. |

Samalla tavalla kuin Euklidisessa avaruudessa méaéarittelemme siis Cauchy jo-
non ja tdydellisyyden: (z;) on Cauchy jono jos jokaisella € > 0 on olemassa N
siten ettd ||z; — z;|| < € kun 7,57 > N. Kuten Eukliidisessa tapauksessa ndemme,
ettd suppeneva jono on aina Cauchy jono. Jos sama pétee myos toiseen suuntaan,
sanomme, ettd avaruus on téaydellinen:

Maaritelma 1.6. Normiavaruus V on tdydellinen jos jokainen Cauchy jono sup-
penee kohti jotain V' alkiota. Téydellistd normiavaruutta sanotaan Banach ava-
ruudekst.

Esimerkki. Analyysi I kurssilla on osoitettu, ettd R on tdydellinen, mutta Q ei
ole taydellinen. Téastd ndhddan helposti, ettd R™ on myds taydellinen.

Osoitamme alla, ettd myos LP avaruudet ovat tdydellisid. Tamé on itse asiassa
se keskeinen kohta, jossa tarvitsemme kehittdmadmme Lebesgue:in integraaliteo-
riaa. Jos esimerkiksi yritdmme konstruoida avaruutta mukavimmilla funktioilla,
niin siitéd ei tule mitdan, kuten seuraava esimerkki osoittaa:

Esimerkki. Jos £ C R" niin méaéarittelemme joukon
C(E):={f: E— R| f on jatkuva}.

Kuten aiemmin, nédhdéén, ettd (C(E), | - ||,) on nomriavaruus. Se ei kuitenkaan
ole taydellinen.

Olkoon esimerkiksi £ = [~1,1] ja p = 1. Nyt fi(z) = |2|Y* 1z (fx(0) = 0)
on jatkuva funktio jokaisella k. Suoralla laskulla saamme ||fy — fili = 2|k —
i|/[(k4+1)(i+1)], joten (fx) on Cauchy jono. Kuitenkin jono raja-arvo on funktio
[ = X1 — X[-1,0), joka ei kuulu avaruuteen C'([—1,1]). Néin ollen ei ole olemas-
sa sellaista funktiota ¢ € C([—1,1]), ettd ||f; — g|[1 — 0, joten avaruus ei ole
taydellinen.

Osoitetaan nyt LP avaruuksien taydellisyys.
Lause 1.7. Olkoon p mitta mitallisella joukolla E C R™. Nyt avaruus LP(E, u)
on tdaydellinen.

Tobistus. Olkoon (f;), fi € LP, Cauchy jono. Valitaan osajono (f;, )k, i1 <
19 < ..., siten etta

||fik+1 - kaHp < 2_k
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jokaisella k. Maéaritellaan

Z |fzk+1 fzk ja g= Z |fzk+1 fzk

Kolmioepéyhtélon avulla saamme |[/g,,||, < 1 jokaisella k, ja tdstd saadaan Fatoun
lemman avulla, ettd my6s ||g||, < 1. Téstd seuraa, ettd g < oo m.k. Mutta jos
g(x) < oo, niin sarja

fl1 +Zf1k+1 flk( )

on itseisesti suppeneva. Merkataan f (m):lla sarjan raja-arvoa, kun se on olemassa,
ja asetetaan f(z) = 0 muuten. Koska

fll +Zflk+1 f%( ) fim+17

niin ndemme, ettd f = lim,, . f;,, m.k.

Osoitetaan lopuksi, ettd f; — f. Olkoon € > 0 ja valitan Cauchy ominaisuuden
nojalla sellainen N, etté ||f; — f;|l, < e kun 4,5 > N. Kun m > N saadaan Fatoun
lemma kayttamalla

/ |f — fmlPdu < hminf/ |fir — fmlP di < €0
E k—oo Jp

Ottamalla p:s juuri saadaan siis ||f — fi||, < e. Téstd seuraa kolmioepéyhtélon
nojalla, etté || f||, < oo, joten f € LP(E, u) (f on mitallinen aiemmin todistettujen
tulosten nojalla). Koska € oli mielivaltainen, saadaan siis f,, — f avaruusessa L?,
joten Cauchy jono suppenee, kuten oli todistettava. U

2. Hilbert avaruuden sovellus

Tarkastellaan seuraava differentiaaliyhtélod. Ongelmana on 16ytad funktion
u: [0,a] x [0,0] — R joka toteuttaa lampoyhtalmon

0%y 0%y

Gt 0 + G (9) = 0

kaikilla (z,y) € (0,a) x (0,b) ja reunachdot
u(z,0) = 0 ja u(x,b) = sin®*(rx/a)

kaikilla x € [0, a] sek&
2 0,5) = 0ja 9(a,) =0
kaikilla y € [0, b]. Ratkaisu kuvaa esimerkiksi lampétilajakaumaa tilassa [0, a] x
[0, b] kun pystysivut ovat lampderistettyja, lampétila alasivulla [0, a] x {0} on 0 ja
ylasivulla [0,a] x {b} on sin®*(7z/a).

Ratkaisu voidaan konstruoida muuttujien separoinnilla seuraavasti. Yritimme
saada mahdollisimman moni ylld mainituista ehdoista tayttyméan ratkaisuyrit-
teelld u(z,y) = X (z)Y (y). Tassa tapauksessa lampoyhtélo tulee muotoon

X"Y +XY" =0
ja reunachdot ovat X'(0) = X'(a) =0, Y(0) = 0 ja X (2)Y(b) = sin®(rx/a).
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Jakamalla differentiaaliyhtdlo tulolla XY (joka ei ole nolla alueen sisélld) saa-
daan X"(z)/X(x) = =Y"(y)/Y (y). Koska vasen puoli riippuu pelkistddn muut-
tujasta x ja oikea puoli pelkistain muuttujasta y, padttelemme, ettd kummatkin
ovat vakioita. Osoittautuu, ettd tama vakio on negatiivinen, joten merkistemme
sitd —A2:1la.

Yhtilon X” = —\2X yleinen ratkaisu on

X(z) = Acos(Az) 4+ Bsin(Ax)

josta saadaan reunaehdot huomioonottaen, ettd A on muotoa A, = “*, n € N ja
ratkaisut ovat muotoa Xo(z) = A ja X, (z) = c,cos(A\,x). Yhtdlon Y7 = N\2Y
yleinen ratkaisu on

Y (y) = Ce* + De™.

Jos A = 0 saadaan Y (y) = Dy+C. Reunaehdosta Y (0) = 0 seuraa, etta edellisessé
tapauksessa D = —(C, jalkimmaisessd tapauksessa C' = (. Saamme siis
Yo(y) = C(eM — e ™) = 2C cosh(\,y)

ja Yo(y) = Dy.
Tahdm mennessd olemme todistaneet, ettd funktiot w,(z,y) = X, (z)Y,(y)
toteuttavat lampoyhtélon ja reunaehdot u(x,0) = 0 kaikilla z € [0, a] seka

ou ou

T20,y) = 0ja 2 (a,y) =0

5, (0 y) = 0ja = (a,y)
kaikilla y € [0, b] jokaisella luonnollisella luvulla n. Viimeinen, vaikein, reunaehto,
u(z,b) = sin®(rx/a) kaikilla € [0,a], on vield tiyttimittd. Se ei tiytykdin

yksittaisella funktiolla. Huomaamme kuitenkin, ettd myos summat
e.)

Z anun@a y)

n=0
tayttavat lampoyhtalon ja kolme helppoa reunaechtoa, kunhan konvergensista huo-

lehditaan.
Ylireunaehto u(z,b) = sin?(rx/a) voidaan sarjan avulla kirjoittaa muotoon

Z an Xn(2)Yn(b) = agy Z a, cosh(A,b) cos(\,x) = sin*(7z/a)
n=0 n=1

Huomaamalla, etté voimme kirjoittaa sin*(7z/a) = (1 —cos(2rz/a) ndemme,

ettd summa saa oikean muodon ylareunallakin, jos valitsemme ag = 1/(2b),

1
~ 2sinh(\D)

jaa; = az3 = ay = ... = 0. Koska vain kaksi kerrointa poikkeaa nollasta, on
summan konvergenssi selvé.

Jos ylareunaehdon funktio ei olisi ollut nédin nédpparésti valittu, niin miten
olisimme voineet 10ytda kertoimet a, jolle pétee

a9 —

Z an, cos(Apx) = f(x)?

Aiemmin olemme tulkinneet funktiot vektorieksi tai pisteiksi funktioavaruuk-
sissa. Yritdmme seuraavaksi selvittad voisiko tésta analogiasta olla hyotya tdméan
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ongelman ratkaisussa. Jos aiemmat funktiot cos(A,z) merkitddn v,:114, tulee ky-
symys muotoon, mitkd vektorit voidaan esittdd muodossa

o0
g QAnUn

n=1

missé a,:t ovat skalaareja. Tahén liittyen palautamme mieleen seuraavat maéri-
telmat: joukon X C V' wirittdmd aluavaruus koostuu kaikista dérellisista lineeari-
kombinaatioista, eli

k
L(X) = {Zanvnﬂan EK,vnEV,k‘EN}.

n=1

Tama nayttad vahan siltd, mitéd ylla tarvitsisimme, kun annamme £ jotenkin men-
na aarettomaan.
Adrellinen joukko {vy,... v} C V on lineaaristi risppumaton, jos yhtalosta

k
g anpv, =0
n=1

seuraa, ettd a,, = 0 kaikilla n. Yleisesti X C V on lineaaristi riippumaton, jos
jokainen &aérellinen X; C X on lineaaristi riippumaton aiemman maéaaritelméan
mukaisesti.

Esimerkki. Olkoon ui(z) = 2* + x ja ug(z) = 2? + 1. Nyt uy,us € L*([0,1]).
Joukko L({uy,us2)} koostuu polynomeista au; + bus, eli kaikista toisen asteen po-
lynomeista ax?® + bx + c joille a = b + c.

Esimerkki. Jos asetamme uy(z) = 1+ ...+ 2, niin edelleen u, € L*([0,1]).
Téssé tapauksessa L({uy}) kostuu kaikista polynomeista.

Maééritellidn v,(z) = 237 (£)", jolloin siis v, € L({uy}) jokaiselle n. Kui-
tenkin v, (z) — 51 tasaisesti vililld [0,1] ja ;&= & L({us}). Tasaisesta suppe-
nemisesta paittelemme heti, ettd v, — 5=~ avaruudessa L?, joten L({uy}) ei ole

2—z
suljettu joukko avaruudessa L?([0, 1]).

Meilla on siis syyta olettaa, etta kosiini-funktioiden lineaarikombinaatiot voivat
olla tarkeitd kun aluamme selvittdd mitka funktiot voidaan esittdd muodossa

Z ay, cos(A, ).

Haetaan taas vihjeitd siitd miten kannattaisi edetd Eukliidisesta tapauksesta. Sa-
notaan, ettd tieddmme, ettd w = L({u,v}). Miten 16ydetdén a,b € R siten, etta
w = au + bv? Yksi tapa on kiyttdd skalaarituloa. Jos e.m. yhtilo kerrotaan wu:lla
tai v:114 saadan yhtaloryhmé

w-u = alul*+bv-u
w-v = au-v+ bl

josta a ja b voidaan ratkaista. Skalaaritulolla ei kuitenkaan ole vastinetta ylei-
sessd, vektoriavaruudessa. Sen takia maarittelemme seuraavaksi normiavaruuden
erikoistapauksen, sisatuloavaruuden.
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3. Sisatuloavaruudet

Olkoon seuraavassa H lineaariavaruus, jonka kertojakuntana K on joko R tai

C.

Maéritelma 3.1. Kuvausta (+|-) : H x H — K sanotaan sisdtuloksi, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:
(S1) (y|z) = (x]y) aina, kun =,y € H.
(S2) (z|z) = 0 aina, kun = € H.
(S3) (x|z) = 0 jos ja vain jos x = 0.
4) (z
5)

(54) (z +ylz) = (z[2) + (y|2) aina, kun z,y, z € H.
(S5) (Azly) = A (z]y) aina, kun z,y € H ja A € K.

Paria (H, (-|-)) sanotaan sisituloavaruudeksi, eli pre-Hilbert-avaruudeksi.

Suoraan sisatulon méadritelmésti saadaan seuraavat ominaisuudet:

(zly + 2) = (zly) + (z[2) Va,y,z € I,
(2| Ay) = A (zy) Va,y € H, A €K,
(0]z) = (2]0) =0 Vo e H,
<Z/\i33i ZM;‘Z/;‘) = ZZ/\M_; (zily;) -
=1 7j=1 =1 j5=1

Osoitetaan lisiksi seuraava ominaisuus: Jos (z|z) = (y|z) aina, kun 2z € H, niin
x = y. Ehtojen (S4) ja (S5) mukaan

(z]2) = (ylz) = (v —ylz) =
aina, kun z € H. Jos erityisesti z = x — y, niin ehdon (S3) nojalla
(x—ylzr—y)=0 <= 2—y=0 < z=y.

Esimerkki. Avaruuteen R" voidaan maaritella sisatulo kaavalla

(zly) = Zl“kyk,

missd © = (21,%2,...,%p), Y = (yl,yQ, ..y Yn) € R™ Tami on ns. euklidinen

sisdtulo. Vastaava sisétulo voidaan mééritelld avaruuteen C™: (z|y) = > 7_, 4Tk
Olkoon C([a,b]) = {f : [a,b] — R | f jatkuva}. Téhén reaalikertoimiseen

lineaariavaruuteen voidaan maéritella esimerkiksi seuraava sisatulo:

(flg) = / f(t)g(t)dt aina, kun f,g € C([a,b]).

Avaruuteen C([a,b],C) = {f(t) = fi(t) +ifo(t) | fi,fo € C([a,b])} voidaan

maaritella vastaavanlainen sisidtulo kuin edella:

(flg) = / f(t)g(t)dt aina, kun f,g € C([a,b],C").

Avaruuteen ly = {z = (24)52; C C | > 02, |zx]* < oo} kidy sisdtuloksi

(z]y) = Zﬁkym

missd = (25)52, ¥ = (Yr)72, € Ca.
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Lause 3.2 (Cauchyn—Schwartzin epayhtéld). Jos x ja y ovat sisdtuloavaruuden

H wvektoreita, niin
[ (z]y) [ < (]2) (yly)-
Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos vektorit x ja y ovat lineaarisesti sidotut.
TobisTus. Olkoon A € K mielivaltainen. Tall6in
0< (z+ Mylz+ Ay) = (zlz) + (Mylz) + (2]Ay) + (Ay[Ay)
= (a]a) + Aaly) + X (zly) + M (yly) -

Jos y = 0, niin 0 < (z|r), miki on voimassa aina, kun € H. Jos y # 0, niin

valitsemalla \ = —E;‘;’; saadaan
@ P @y P ) P
PTG o) Gl
WP _
= (yly) < (alo)
= [(zly) |* < (z|z) (yly).

Y114 olevassa paattelyssa yhtédsuuruus on voimassa jos ja vain jos
0= (x+MNylz+y) < z+\y=0,
eli kun z ja y ovat lineaarisesti sidotut. U

Lause 3.3. Jokainen sisdtuloavaruus H on myds normiavaruus, kun normi mdd-
ritelladn kaavalla

|lz|| = v/ (x|z) aina, kun x € H.

TobisTus. Osoitetaan, ettd normiaksiomit (N1)—(N4) ovat voimassa:

(N1): ||z]| = +/(z|x) > 0 aina, kun = € H.

(N2): ||lz]| =0 < (z|z) =0 < z=0.

(N3): [[Az] = /(Az[Ax) = \/IA? (z]z) = [A[\/(x]z) = [A] [|]].
(N4): Koska

|z +y|? = (z +ylz +y)

= (
= (zlz) + (y|z)
= (z]z) + (aly) +

+ (xly) + (yly)

(zly) + (yly)

lz]* + 2 Re (aly) + [ly|*
l2]1* + 21 (aly) |+ llyll”
|

<
< lzll® + 2 izl yll -+ llyll®
= (flell + 1yl

niin ||z + y|| < [|z|| + ||y|| aina, kun z,y € H.

Seuraavan lauseen todistus on harjoitustehtava.

Lause 3.4. Sisdtuloavaruudessa H on voimassa:
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Lz 4yl + [lz = yl* = 2(ll=))” + lyl* ) aina, kun .y € H.

2 Jos K = C, niin (zly) = 1(llz + 9l — Il — ol +i | + i — il — igll®)
aina, kun x,y € H.

3. Jos K =R, niin (z|y) = 1(|lz +y||> — |lx — y||*) aina, kun 2,y € H.

Yhtalo 1 on ns. suunnikassddanté. Yhtalot 2 ja 3 ovat ns. polarisaatiokaavat.
Voidaan osoittaa, ettd normiavaruus on sisdtuloavaruus jos ja vain jos suunnikas-
saanto on voimassa.

Lause 3.5. Jos x, — x ja y, — y avaruudessa H, niin (x,|y,) — (z|y), ts. (-]
on jatkuva kuvaus H x H — K.
Tobistus. Olkoot ||z, — x| — 0 ja ||y, — y|| — 0. Télléin

(@nlyn) — (lyn) + (zlyn) — (z[y) |
= | (zn — o|yn) + (2|yn —y) |

(@0 = x|yn) [+ [ (#yn — ) |

|20 — | [lynll + |2 [y — yll -

| (Znlyn) — (z[y) | =

Téssé ||y,|| on rajoitettu, ||z|| on vakio ja

T 1, — 2l = T 1y, — gl =
Néin ollen | (z,|y,) — (z]y) | — 0, kun n — oc. O

Palautetaan lineaarialgebrasta mieleen muutamia késitteitd ja tuloksia. Sisé-
tuloavaruuden H vektorit x ja y ovat ortogonaaliset, eli kohtisuorassa toisiaan
vastaan, jos (z|y) = 0. Tatd merkitdén x L y. Vektorijoukko S on ortogonaalinen,
jos

(z]y) =0 aina, kun z,y € S jax # y.
Ortogonaalinen vektorijoukko S on ortonormaali, jos ||z|| = 1 aina, kun = € S.

Jos S on ortogonaalinen vektorijoukko, joka ei sisélld nollavektoria, niin S on
lineaarisesti vapaa. Osoitetaan tamé. Olkoot z1,...,z, € S, A,..., A, € K ja
olkoon

Mz + -+ Apx, = 0.
Talloin jokaisella K =1,...,p on
(M1 + -+ Npzplzy) = (0)a) =0
= A (@ilaw) + - 4 A (@foe) + -+ Ay (@plan) =0
= A [|a]” =
— M\, = 0.

Néin ollen S on lineaarisesti vapaa.
Jos S on vektorijoukko, niin merkitdan

L(S) :{Z/\kmk‘/\keK, $k€S,k:1,...,n,n€Z+},
k=1

jolloin L(S) on joukon S virittdmé aliavaruus.
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Jos {uy,...,uy,...} onsisdtuloavaruuden H lineaarisesti vapaa vektorijoukko,
niin on olemassa sellainen avaruuden H ortonormaali vektorijoukko {ej, ..., e, ...},

etta
L({uy,...,u.}) = L({e1,...,en})

aina, kunn € Z, . Joukon {ey, ..., e,,. ..} konstruointiin voidaan kiyttaa Gramin—
Schmidtin ortonormeerausmenetelméa.
Pythagoraan lause on voimassa sisatuloavaruuksissa:

Jos (xly) = 0, niin ||z +y|* = [l«]* + [ly[*

Jos {x1, 29, ..., x,} on ortogonaalinen vektorijoukko, niin induktiolla voidaan osoit-
taa, etta
n 2 n
2
|2 ] = X el
k=1 k=1
Lause 3.6 (Besselin epéyhtilo). Olkoon {ei,...,e,} ortonormaali vektorijoukko

sisatuloavaruudessa H. Talloin

Hx - Z (x|ex) ex

k=

n 2 n
2
== = > | (zlex)

1 k=1
Ja

n
D (@lew) P < ]l

k=1

aina, kun r € H.

TobisTus. Olkoot Ay, ..., A, € K mielivaltaisia. Talloin {Ajeq, ..., A\ e, } on
ortogonaalinen, ja

n 2 n n
[ ne]| = 3 Il = 3
k=1 k=1 k=1

Olkoon nyt z € H mielivaltainen, jolloin
S =~ (3]~ (S ¢ [3o e
k=1 k=1 k=1 k=1
= =l = > N (2ler) = > Alaler) + > 1Al
k=1 k=1 k=1

=l = > | (zle) P+ | (zler) — Ml
k=1 k=1

Valitsemalla Ay = (x|ex) jokaisella k = 1,2,..., n saadaan

o= e = boll = 32 ol

k=1

Jalkimmaéinen epayhtilo seuraa tésté, silla vasen, ja siten myos oikea, puoli on
ei-negatiivinen. U

Huomautus. Valinta A\, = (z|e;) jokaisella £ = 1,2,...,n minimoi lausekkeen

(9) HQ? — Z )\kek
k=1

2
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Téamén voi tulkita niin, ettd pienin etdisyys pisteestd x vektorien {ey,...,e,}
virittdmalle aliavaruudelle on Lausekkeen 9 mukainen kohtisuora etéisyys.

Seuraus 3.7. Jos (e;)72, on ortonormaali jono sisdtuloavaruudessa H, niin

Sl P < el o Jim (zlex) =0
k=1

aina, kun x € H.

TobIsTUS. Lauseen 3.6 nojalla

n

2
> (e P <
k=1

aina, kun n € Z,, mista ensimméinen véite seuraa. Koska sarja

DI (le) P

on positiiviterminen ja rajoitettu, se suppenee aina, kun x € H. Néin ollen
klim (z]ex)® = 0. O
— 00

Olkoon S vektoriavaruuden V osajoukko. Talloin S:n virittdma avaruus koos-
tuu S'n &dérellisistéd lineaarikombinaatioista. Sitd merkitaan L(S), eli

k
L(S): {Zaisi\kEN,ai EK,SiES}.

i=1

Olkoon {ey,...,e,} ortonormaali vektorijoukko. Vektori
Y= Z (zex) ex
k=1
on vektorin x kohtisuora projektio aliavaruudelle M := L({ey, ..., e,}). Merkitdén
h:x—y:x—Z(az\ek)ek.
k=1

Talloin A L M, silla

n n

(hles) = (v = D" (elew) exfes ) = (ales) = D (wlex) (exley
k=1 k=1
= (ale;) — (aley) lesII° = 0.
=1
Maaritelma 3.8. Olkoon S C H vektorijoukko. Joukkoa
St :={x € H| (r|z) =0 aina, kun z € S}

sanotaan joukon S ortogonaaliseksi komplementiksi. Joukko S on totaali, jos St =
{0}.

Huomautus. Osoitetaan, etti joukko S+ on avaruuden H suljettu aliavaruus.
Olkoot 1, w9 € S*, jolloin (z1]2) = (x3|2) = 0 aina, kun z € S. Siten (x; + x2|2) =

0, eli ; + 25 € S*. Vastaavasti, jos x € S* ja o € K, niin az € S*+. Niin ollen
S+ on aliavaruus.
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Osoitetaan nyt, ettd S+ on suljettu. Olkoon z € ST, jolloin on olemassa sellai-
nen jono (z,)°%, C S+, ettd x,, — z. Siis (7,]z) = 0 aina, kun z € S jan € Z,.

Koska sisdtulo on jatkuva, niin

(z|z) = ( lim 2,|z) = lim (z,]z) = lim 0 = 0.

n—oo n—0oo

Niin ollen z € S+ ja S+ on suljettu.
Jos S C H jax € SN St ovat mielivaltaisia, niin

(z]z) =0 = ||z]|* =0 = x =0.

Niin ollen S N St C {0}. Kuitenkaan ei vilttaméttia S N S+ = {0}, silld S ei

valttamatta sisalla nollavektoria.

Seuraavan lauseen todistus on harjoitustehtava.

Lause 3.9. Adrellinen ortonormaali vektorijoukko S = {ei,...,en} on sisitu-

loavaruuden H totaali joukko jos ja vain jos se on avaruuden H kanta (jolloin

dimH = N).

4. Hilbertavaruudet

Tutkitaan nyt, milloin sisdtuloavaruuden H &éreton ja ortonormaali vektori-

joukko {ex}?2, on avaruuden H kanta, ts. milloin

I
NE

e
Il

1

Tarkastellaan osasummia
n
Sp 1= E (xlex)er, n€Zy.
k=1

Jos n > m, niin Pythagoraan lauseen mukaan

n 2 n
lsw=snll? = || 3= @ener = 3 lale e’

k=m+1 k=m+1
n

= > (alen) [P llex]?

k=m+1
n

= > l(le) .

k=m+1

Jono (s,,)7°; on siten Cauchyn jono tdsmélleen silloin, kun sarja

(10) D I (lex) P

suppenee. Lauseen 3.6 seurauksen nojalla

o0
Z | (zlex) |2 < ||z||*  aina, kun z € H.
k=1

o0
(zlex)ex ja [z)* =" |(zlex) |* aina, kun z € H.
k=1

Néin ollen sarja (10) suppenee aina, kun x € H, ja (s,)5; on aina Cauchyn jono.
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Paadymme siis taas tilanteeseen, jossa Cauchy jonon suppeneminen on keskei-
nen kysymys. Kuten olemme nahneet, avaruutta jossa jokainen Cauchy jono sup-
penee kutsutaan tdydelliseksi. Koska téaydelliset sisétuloavaruudet muodostavat
niin tarkedn luokan, otamme téssé yhteydessa kiyttoon seuraavan méaaritelméan.

Maaritelma 4.1. Sisdtuloavaruus on Hilbertin avaruus, jos se on sisdtulon anta-
man normin suhteen tédydellinen, ts. Banachin avaruus.

Esimerkiksi avaruudet R™, C", ¢, ja L*(E, ) ovat Hilbertin avaruuksia.

Askeinen péstelmdmme siis osoittaa, ettd jos H on Hilbertin avaruus, niin
jono (s,)>, suppenee avaruudessa H. T&ll6in on olemassa sellainen s € H, etté
S, — S. Merkitdan

o)

:nli_{rolosn:Z(x|ek)eka x€H7

k=1

ja tutkitaan, milloin s = x, ts. milloin vektorilla x on esitys

oo
=3~ Glen)e

k=1

Lause 4.2. Olkoon H Hilbertin avaruus ja {ey}3>, C H ortonormaali joukko.
Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitivida:

(a) Joukko {ex}?2, on totaali.
(b) = Z (x|ex) ex aina, kun v € H.

k=1
(c) (xly) = re, (zlex) (ylex) aina, kun x € H (Parsevalin yhtilo).

(d) ||| =" | (x[ex) | aina, kun x € H.

Tobpistus. Olkoot s ja s, kuten edelld olevassa paattelyssid. Osoitetaan ensin
(a) = (b). Olkoon {e;}?2, totaali ja ortonormaali. Aikaisemman pééttelyn nojalla

n

Z (x|ex) ex = Sp — s = Z (x|ex) ek

k=1 k=1

Toisaalta

n

(sle;) = ( lim sn‘ej) = hm (snlej) = lim ( (x|ex) ek

k=1

)
= (zley).

Téten (s — z|e;) = 0 aina, kun j € Z,. Koska {e;}2, on totaali, niin s — 2 = 0,
eli x = s. Néin ollen ehto (b) on voimassa.
Osoitetaan nyt (b) = (c). Oletetaan, etté

o0

g (x|ex) ex aina, kun x € H.
k=1
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Talloin

3

n

(ely) = (lim S (alew) | Tim D (yley) e;)

k=1 j=1

= lim 4 ((xlex) ex| (yle;) e;) = 7}1_{1102 (z]ex) (ylex)
= (xfex) (ylew)-

Téten ehto (¢) on voimassa.
Sijoittamalla ehotoon (¢) z = y saadaan (d), joten tdmé implikaatio on selvé.
Osoitetaan lopuksi, ettd (c) = (a). Oletetaan, etta

o0
Iz||” = Z | (z|ex) |*  aina, kun o € H.
k=1

Jos z € {ex}32, ", niin (z]ey) = 0 aina, kun k € Z,. Téten ||z]|* = 0, eli = = 0.
Néin ollen {ex}?2, on totaali.
U

Edellisen lauseen nojalla totaalit ortonormaalit joukot ovat erityisen tarkeité.
Sen takia maarittelemme:

Maéritelmé 4.3. Olkoon H sisdtuloavaruus. Numeroituva vektorijoukko {e;}7°,
on avaruuden H ortonormaali kanta, jos se on ortonormaali ja totaali.

Esimerkki. (1) Olkoon H = R" ja

(zly) = Z TkYk
k=1

aina, kun z = (z1,...,2,), ¥y = (Y1, -, yn) € H. Olkoot

61:(1,070,...,()),
62:<07170a"'70)7

e, =(0,0,0,...,1).

Télloin {eyq,...,e,} on ortonormaali, ja © = x1e; + - - - + x,€, aina, kun
r = (x1,...,2,) € H. Joukko {ey,...,e,} on avaruuden R"™ luonnollinen
ortonormaali kanta.

(2) Olkoon H = C" ja

(zly) = Zxk%
k=1

aina, kun = = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,...,yn) € H. Olkoot vektorit e;
kuten edellisessé esimerkisséd. Télloinkin x = x1e1 + - - - + x,€, aina, kun
r=(x1,...,2,) € H. Joukko {ey,...,e,} on avaruuden C" luonnollinen
ortonormaali kanta.
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(3) Olkoon

H=t,={r= (@), CC| Y P < oo} ja
k=1

(zly) = Z Tk Yk-
k=1

Talloin joukko {ef}72;, missé
€1 = (170,07...), €o = (071,0,...)7...,

on ortonormaali. Jos & = (x1,x,,...) € H, niin (z]ey) = zy ja ||z|* =
Sore |zk]? < oo. Siis

2 .
lzl* = | (@len) [* ja
k=1

n
r = lim (21, 29,...,2,,0,0,...) = lim Z(x|ek)ek
n—oo n—oo
k=1
o0
= (alex) ex
k=1

Néin ollen joukko {ex}%2; on avaruuden ¢; (luonnollinen) ortonormaali
kanta.
(4) Olkoon

ﬁ@ﬂ%ﬁﬁhﬂﬁR\/V@WM<w}m

qmz/waanm¢mﬁwwmwm

jolloin L*([a, b]) on Hilbertin avaruus. Silli on useita ortonormaaleja kan-
toja.

Jos {e;}72, on Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta, niin jokaisella vek-
torilla x € H on esitys Fourier-sarjana:

k=

—_

Lukuja aj, = (z|ey) sanotaan vektorin = Fourier-kertoimiksi.

Palautettaan mieleen, ettd avaruus on separoituva, jos silli on numeroituva,
tihed osajoukko. Jos H on separoituva ddretonulotteinen Hilbertin avaruus, niin se
on isomorfinen Hilbertin avaruuden ¢, kanssa, ts. on olemassa sellainen lineaarinen
bijektio T': H — {5, etté

(Tz|Ty),, = (|ly)y aina, kun z,y € H.
Tamén todistaminen on harjoituksena.

Lause 4.4. Hilbertin avaruus on separoituva jos ja vain jos silld on ortonormaali
kanta.
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TobisTus. Olkoon ensin H separoituva Hilbertin avaruus ja S = {sx}32, C H
tihed osajoukko. Téll6in S on totaali. Muodostetaan joukon S avulla lineaarisesti
vapaa osajoukko ja siitd Gramin—Schmidtin menetelmélld sellainen ortonormaali
joukko E = {ex}%2,, ettd L(E) = L(S). Harjoituksena on osoittaa, ettd myos F
on totaali, siis kanta.

Olkoon E = {ex}72; Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta, eli L(E) = H.
Valitaan

S = {Kaikki rationaalikertoimiset, dérelliset lineaariyhdistelyt

kantavektoreista }
={> aer g€ Qn e},
k=1
jolloin S on numeroituva ja S = H. U
5. Projektiolause ja Fréchet’n—Rieszin lause

Olkoon H sisdtuloavaruus ja olkoon S C H. Aikaisemmin méériteltiin ortogo-
naalinen komplementti S+. Merkitiin

St = (S
Harjoituksissa on osoitettu, etté
(a) Jos S; C Sy, niin S5 C St
(b) S c S+
(¢) (87" =5~
'h
X |
| M
z

Kuva 1. Vektorin x projektio aliavaruudelle M.

Lause 5.1 (Projektiolause). Olkoon H Hilbertin avaruus ja M sen aito suljettu
aliavaruus. Jos ¥ € H, niin on olemassa sellainen yksikdsitteinen vektori z € M,
etta

|z — z|]| = inf ||z —m]| =d(zx, M).
meM
Lisdksi (x —z) L M.

TobisTus. Vertaa Lauseen 3.6 jilkeinen huomaututs, jossa M on darellisulot-
teinen ja silld on ortonormaali kanta. Maéritelméan mukaan

d(z, M) = inf ||z —m| =:d.
meM
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Infimumin méaaritelmén mukaan on olemassa minimoiva jono {my}>, C M, jolle
d= lim ||z —mg] .
k—o0

Osoitetaan, ettd {my}7>; on Cauchyn jono. Jos k,l € Z,, niin suunnikassaédnnon
nojalla

I, = mu|* = [[(ms — @) + (2 — my)||*
=2(|lx — mp)l* + lla — myl*) = (122 — (my, + mi)|)?
1 2
=2(||Jz — mk||2 + ||z — ml||2) — 4Hx — §(mk + ml)H .

Nyt 1(my —my) € M, joten d < Hx — 3(my + ml)H. Néin ollen

lim , k — oo [[my — my||* < 2(d* + d*) — 4d* = 0,

joten {my}52, on Cauchyn jono suljetussa aliavaruudessa M. Niin ollen silld on
raja-arvo z € M.

Osoitetaan seuraavaksi, ettid edelld saatu vektori z on yksikéisitteinen Olete-
taan, etté ||z — z|| = ||z — w|| = d = d(z, M), missi z,w € M. Télléin 5(z +w) €
M ja

1 1
&’ < ||z - —(z—i—w)H2 = Hi(x—z) + i(x—w)H

Siis ||z —w||” <0, eli z = w.
Osoitetaan vield, ettd (r—z) L M. Tehdédén vastaoletus: On olemassa sellainen
Yo € M, ettd (x — z|yg) = A # 0. Valitaan

h=z+\

|| || 7
yO

||a:—h\|2:||a:—z—)\ 2H (a:—z—/\ yozaz—z—)\ y02>
1%l %ol 9ol

TS SIS W S S 1 T
= 3 3 1 11Y0
ol ool ol

/\2
e — 22— 2P

ol
<= P

Tama on vastoin vektorin z minimiominaisuutta, joten vastaoletus on viara ja
vaite on todistettu. U

Huomautus. Lauseessa 5.1 suljettu aliavaruus M voitaisiin korvata suljetulla
konveksilla joukolla. Talloinkin jokaista pistettd x € H kohti 16ytyy sellainen yk-
sikésitteinen piste z € M, ettéa

|x — z|]| = inf ||z —m]||.
meM

Télloin ei kuitenkaan valttdmatta ole (z — z) L M.
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Tarkastellaan seuraavaksi sisatuloavaruuden H aliavaruuksia M ja N. Merki-

taan
M+ N:={m+n|meMmneN}.
My6s M 4+ N on avaruuden H aliavaruus. Jos erityisesti M L N, niin merkitdan
M & N. Talloin kyseessé on ortogonaalinen, eli suora summa. Téassa tapauksessa
jokaisen vektorin x € M & N esitys x = m + n on yksikasitteinen, silld jos olisi
r=m+n=m'+n,
missé m,m’ € M jan,n’ € N, niin
m—m'=n"—neMnNN ={0}.

Siis m = m/ ja n = n/. Seuraavan lemman todistus on harjoituksena.

Lemma 5.2. Jos M ja N ovat Hilbertin avaruuden H suljettuja aliavaruuksia ja
M 1 N, nitn myés M & N on suljettu aliavaruus.

Lause 5.3. Olkoon H Hilbertin avaruus ja M sen suljettu aliavaruus. Tdlldin
H =M@ M*, ts. jokaisella v € H on yksikdsitteinen esitys © = m + n, missd
m € M jan € M*.

TobpisTUS. Olkoon x € H mielivaltainen. Jos ¢ € M, niin = 2+ 0 on haettu
esitys, silli 0 € M*. Jos x ¢ M, niin Lauseen 5.1 nojalla on olemassa sellainen
yksikésitteinen vektori m € M, ettd x —m € M. Siten m + (z — m) on haettu
esitys. ]

Seuraus 5.4. Jos M on Hilbertin avarvuden H suljettu aliavaruus, niin M+ =
M.

TobisTus. Harjoituksissa on osoitettu, ettd jokaiselle joukolle patee M C
M*+, joten riittdd osoittaa, ettd M+ C M. Olkoon x € M*+ C H mielival-
tainen. Lauseen 5.3 nojalla x = m +n, missda m € M C M+ jan € M*. Siis

Mtsn=z—me M,
eli
r—m e M*+n M+ ={0}.
Niin ollen x = m € M ja M+ C M. U

Lause 5.5 (Fréchet’'n—Rieszin lause). Olkoon H K-kertoiminen Hilbertin avaruus
ja f € H*, ts. f on jatkuva lineaarinen funktionaali H — K. Tdlldin on olemassa
sellainen yksikdsitteinen vektori y € H, ettd

f(z) = (z|y) aina, kun x € H.
TobDISTUS. Osoitetaan ensin olemassaolo. Olkoon f € H* ja merkitdan
M:=Kerf={rxeH| f(x)=0}.

Nyt M on avaruuden H lineaarinen aliavaruus. Koska f on jatkuva, niin M on
suljetun joukon {0} alkukuvana suljettu. Jos f on nollafuntkio, voidaan valita
y =0, silld f(z) = 0= (2[0) aina, kun z € H.

Jos f ei ole nollafunktio, niin M on aito aliavaruus ja Lauseen 5.3 nojalla
H = M @& M*, missi M+ # {0}. Valitaan jokin w € M=\ 0, jolloin f(w) # 0.
Liséiksi voidaan olettaa, ettd f(w) = 1, silla ellei néin ole, valitaan vektori %
Olkoon x € H mielivaltainen, jolloin

[l = fle)w) = f(z) = f(z)f(w) = 0.
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Siis © — f(z)w € M, joten

= (z — f(z)wlw) = (z]w) - f(2) Jw]
i) (o ),

= 0= = Ehp

[w

w
[[wl]|?
Osoitetaan nyt yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset vektorit

Y,z € H, etta

Valitsemalla y = saadaan vaite.

f(z) = (z]y) = (x]|z) aina, kun x € H.
T&lléin (z|y — z) = 0 aina, kun x € H. Erityisesti (y — 2|y —2) =0, eliy — 2 = 0.
Néin ollen y = z, eli saatu vektori on yksikésitteinen. Il

Jos f € H*, niin merkitéén lauseen 5.5 antamaa vektoria symbolilla y. Siis
f(x) = (z|yy) Ve e H
= |f(@)] = [ (elyp) [ <l gl Ve H.
Siten

171l = sup [f(z)] < sup (llz]l lysll) = llysll-
Jall <1 ol <1

Toisaalta f(y;) = (y;|ys) = |lys ||, joten

WY
f(“yf“) Hyf“

Taten || f|| = [lysll- Olkoon f,(x) = (x|y) aina, kun € H. Tallin Fréchet'n—
Rieszin lause antaa vastaavuudet

H* > f—yeH ja Hoyw— f,€ H".
Voidaan siis maaritelld kuvaus
J:H— H* Jy=f,

Kuvaus J on lineaarinen isometria, ts. | Jy|| = || f,|| = |ly||. Avaruudet H ja H*
ovat siten isometrisesti isomorfiset, H ~ H*.

6. Hilbertin avaruuden operaattoreista

Seuraavassa oletetaan, ettd H on K-kertoiminen Hilbertin avaruus. Tarkastel-
laan rajoitettuja lineaarikuvauksia A : H — H. Siis A € B(H,H) =: B(H).
Téllaisia kuvauksia A € B(H) kutsutaan Hilbertin avaruuden H operaattoreiksi.
Aikaisemmin maériteltiin lineaarisen kuvauksen normi kaavalla

(11) [A[l = sup [[Az].

lzll<1
Sisdtulon ominaisuuksia kiayttdmalla saadaan

Lause 6.1. Olkoon A € B(H). Tdlloin

(12) |Al=sup |(Az|y)].
ENHS!
(13) 1A= sup | (Az|Ay)].

ll]], lyll<1
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ToDISTUS. Merkitaan

1All, = sup |(Azly)| ja (Al =
e Iyl<1

sup | (Az[Ay) |

=], [lyll <1
On siis osoitettava, ettéd ||Al|, = ||A|l, = [|A||. Aluksi saadaan

[All, < sup
EHNS!

[Az[[ lyll = sup [|Az]| = | A]l,
fl]|<1
ja vastaavasti

2 2

[All, < sup [|Az| |Ay|l = [[A]"
lz, lyll<t

Toisaalta

1Al > sup | (Az|Ax)| = sup ||Az|” = ||A]*.

llzll<1 [l <1
Siten [|A]|, = ||A|. Koska

1
||AH = sup HAH?H = Ssup ’(Aﬂ?’Ax) ’A—

el <1 lell<1, | Az||
Azx#0
Ax

= sup ‘<Am )‘ < sup | (Az|y) |
)<L, | Az|] lel, lyll<t
Ax#0

= [|4]l,
niin [|A|| < || Al|,. Néin ollen ||A], = ||A].

g

Johdetaan seuraavaksi operaattorin A € B(H) adjungaatti A* € B(H). Maa-
ritelldén jokaista vektoria y € H kohti funktionaali

fy: H =K, f,(z) = (Azly).
Kuvaus f, on lineaarinen, silla

fylazy + Bry) = (Alax + Bra)|y) = (aAzy + SAzs|Y)
= a(Axily) + B (Aza|y)
= afy(z1) + Bfy(r2)

aina, kun o, 8 € K ja 21,2, € H. Liséksi f, on rajoitettu, silla

[fy(@)| < ([ Az [yl < [[Al ] ]
= Al <Ayl < oo

Fréchet'n—Rieszin lauseen nojalla on olemassa sellainen yksikésitteinen vektori z €
H, etta

fy(x) = (z|z) aina, kun = € H.
Néin ollen y — f, — z ja saadaan kuvaus

A" H — H, A"y = z,
joka toteuttaa yhtélon

fy(z) = (Azly) = (z|A"y) aina, kun z,y € H.
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Osoitetaan nyt, ettd myos A* € B(H), ts. ettd A* on lineaarinen ja rajoitettu.
Osoitetaan ensin lineaarisuus. Nyt

(@A™ (y1 + y2)) = (Az|yr + y2) = (Az|y1) + (Az[y2)
— (el Ayy) + (2] A7)
= (z[A"y1 + Ayo)
aina, kun x € H. Siten A*(y;+y2) = A*y; + A*ys aina, kun y1, yo € H. Vastaavasti
(2]A"(\y)) = (Az|Ay) = X (Azly) = A (z|A"y)
= (z[AA"y)
aina, kun = € H. Siis A*(\y) = AA*y aina, kun y € H ja A € K. Téten A*

on lineaarinen. Osoitetaan nyt, ettd A* on rajoitettu. Fréchet’'n—Rieszin lauseesta
saatiin, etta

1Al = 1Al Ja (Al < Tyl -
Titen [|Ay[| < Al lly]l ja

(14) [A%][ = sup [[A%y[| < [A]l-

lyll<1
Néin ollen A* on myds rajoitettu ja siten A* € B(H).
Maaritelma 6.2. Operaattoria A* € B(H), jolle
(Azly) = (x|A*y) aina, kun z,y € H,
sanotaan operaattorin A € B(H) adjungoiduksi operaattoriksi.

Esimerkki. Olkoon K = C ja

=1+ ik
Axr = Z "—722 Tk €L aina, kun z = (xk)?;l S EQ'

— 1+k
Tutkitaan, onko A € B({3). Nyt
1+ ik |L+k? 1+ k2 ) )
el = el = gl < o

aina, kun k € Z, . Siten Az € {5 aina, kun x € /5. Edelleen A on selvésti lineaari-
nen, ja A on rajoitettu, silla

oo
Az < Z lzp|? = ||z|*  aina, kun z € £5.
k=1

Néin ollen A € B(¢5), joten voidaan méariata A*. Nyt

o0

1+ik 1—ik §
(Azly) = Z T2 TkYk = Zxk myk = (z|A%y)
k=1
aina, kun = = (%), v = (yx)52, € fo. Siten

. 1 —ik , o
Aty = Z T palker  aina, kun y = (yk)pey € lo.
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7. Lebesgue avaruuden L? ortonormaali kanta

Téssé luvussa osoitamme vihdoin, ettd {cos(nz),sin(nz)} muodostaa joukon
L*([—m, 7]) ortonormaalin kannan.

Todistus on népparampi tehdd kompleksitasossa. Olkoon nyt u ja v integroi-
tuvia funktioita kuten aiemmin. Silloin kompleksiarvoista funktiota f = u + v
sanotaan integroituvaksi, ja maarittelemme

[ 1@ duto) = [ wie)duto) +1 [ oo dnta),

Tarkastelemme seuraavaksi tapausta £ = [—7, 7] ja 4 = 2%, missd m on yksi-

2m?

ulotteinen Lebesgue:in mitta. Téssi tapauksessa siis avaruuden L2(E, ) sisitulo
on

o= [ syt

Trigonometrisella polynomilla tarkoitamme muotoa
k
f(t) =ao+ Z ay, cos(nt) + by, sin(nt)
n=1

olevaa funktiota, missi a,,b, € C. Eulerin yhtalon
e = cos(t) + isin(t)

avulla ndemme, ettd f on trigonometrinen polynomi tédsmalleen silloin, kun se
voidaan esittdd muodossa

N
f(t) = Z cne™.
n=—N

Merkitddn u,(t) = €. Yksinkertaisella laskulla saamme

(U |up) = / e dt = o,
eli 1 jos m = n ja 0 muutoin. Néin ollen (u,,) on ortonormaali joukko. Tavoitteena
on osoittaa se lisdksi kannaksi.

Osoitamme téméan kolmessa askeleessa. Ensimmaéinen viite on, ettd riittaé
osoittaa, ettd L((up,)) on tihed avaruudessa L?(E, ). Témi seuraa kuten Lausee-
ssa 4.4.

Haluamme siis nyt osoittaa, etti jokaiselle € > 0 ja f € L?*(E, u) on olemassa
trigonometrinen polynomi P jolle || f—P||> < €. Jaamme tdmén todistuksen kahtia,
eli osoitamme ensin, ettd l6ytyy jatkuva funktio g € C'(F) jolle g(—m) = g(7) ja
| f—gll2 < €/2. Sitten konstruoimme trigonometrisen polynomin P jolle ||g—P||2 <
€, josta vaite sitten seuraakin suoraan kolmioepayhtalon avulla.

Jaljelld on siis kahden lauseen todistus:

Lause 7.1. Olkoon g € C(E) funktio jolle g(—m) = g(m). Funktiota g voidaan
approksiomoida tasaisesta trigonometrisilla polynomeilla, eli jokaiselle ¢ > 0 on
olemassa trigonometrinen polynomi P jolle |g(x) — P(x)| < € jokaiselle x € E.
Féjer osoitti 1904, etta trigonometriseksi polynomiksi ylla olevassa lauseessa
voimme valita funktion g Fourier osasummien keskiarvot, eli Py = (s3 + ... +

SN)/N.

TobisTUus. Oletetaan, ettd meilld on jono trigonometrisia polynomeja Q: E —
R jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
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(1) Qr = 0;
(2) fEdeﬂ =1; ja
(3) Jokaisella § > 0, Q) — 0 tasaisesti joukossa [—m, —0] U [1, 1] =: Ej.

(Néiden olemassaolo todistetaan my6hemmin.)
Jatketaan funktioita g ja ; periodisina koko reaaliakselille, periodina 27 ja
madaritelldan

1 s
PO =5 | alt=9Qu)ds
Muuttujavaihdolla s =t — r saamme
Pty == [ @t —ndr= = [ gmaut-ra
= —— r —r)dr=— r —r)dr
k o rir g k 27 _ﬂ-g k )

kun toisessa askeleessa kiytettadn periodisuutta hyvéksi.
Koska @), on trigonometrinen polynomi, patee

N Ny
Qk (t . T) _ E Ck’nezn(t r) __ § c 7n61nt6—mr'
n=—Ng n=—Ng

Nain ollen saamme

Ny, -
1 ] —inr
Pi(t) = o g ck,nemt/ g(r)e " dr,
— Nk -

kun kiytetddn integraalin aarellistd additiivisuutta. Nyt jokainen méaérétty inte-
graali antaa vain tietyn kompleksiluvun, joka ei riipu ¢:std, joten huomaamme,
ettd P, on myos trigonometrinen polynomi.

Itse asiassa, P, on juuri se polynomi jota etsimme. Kiinnitetddn ¢ > 0 ja
valitaan 0 > 0 niin, ettd |g(s) — g(t)| < € kun |s — t| < §. Tamé on mahdollista,
joska jatkuva funktio g on tasaisesti jatkuva kompaktilla joukolla E. Funkioiden
(), ominaisuuden (2) nojalla saamme

Put) — glt) = & / "lglt — ) — g(D]Quls) ds.

2 ) .

Kaytamme nyt kolmioepéayhtéloa, ja jaamme sitten integraalin kahteen osaan:

IP) = 9(0)
<on [ latt=) - glauts) ds
<o [ latt—s) —gOIQu)ds+ 5 [ lgfe ) — glt)|@u(s) s
Ejs E\E;

Jalkimmaisessd integraalissa on |(t — s) — t| < 0, joten g jatkuvuuden nojalla
saamme

1

2 E\Ej

€

lg(t —5) — g(t)|Qr(s) ds < % . Qr(s)ds < 5

Edellisessa integraalille arvioimme

o [ late=s) = 90)1Qu(s) ds < ~suplg()] [ Qu(s)ds
T JEs T seE Ejs
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Koska ), — 0 tasaisesti joukossa Ej, saadaan tdmékin term pienemmaéksi kuin e
valitsemalla tarpeeksi suuri k. Néin ollen |Py(t) — g(t)| < Ce, ja véite on osoitettu,
funktioiden @) konstruktiota vaille.
Funktioiksi () voidaan valita
1+ cos t)’f

Qu(t) = an(—

missé vakio ¢, valitaan niin, etté ehto (2) tayttyy. Ehto (1) on selvé, joten ainoas-
taan (3) on todennettava. Vakion ¢ mééritelmén perusteella pétee

1 [T /14 cost\F
ad [ (5
“or J; 2 °
1 [™/1 t\*
> 2¢cp,— <ﬂ> sintds
2m Jo 2
1 /71
—_ _ - - 1 tk+1
Ch ok+1< + cost)
- QCk
(k+Dr

Eli, ¢, < §(k+ 1). Néin saamme
T 1+ cosd\*k
Qult) < Qul0) < Sk +1)(—5—) —0.

kun 0 > 0 ja t € FEs. Siis Q; toteuttaa kaikki vaaditut ehdot, eli todistus on on
valmis. U

Viela on jaljella toisen osan todistus, eli, ettd jatkuvat funktiot ovat tihedssé.

Lause 7.2. Joukko C(E) on tihei avaruudessa L*(E, u). Tarkemmin, jokaiselle
f € L(E, p) ja e > 0 loytyy g € C(E) jolle g(=7) = g(x) ja |[f — gll2 < €.

TobIsTUS. Olkoon f € L*(E,u) ja e > 0. Kun M > 0 méiéritelliin f(t) =
max{—M, min{f(t), M}}, eli fo; on f katkaistu tasoilla £M. Nyt fy; — f pis-
teittdin E:ssi. Lisaksi, | fa| < | f], joten Dominoidun suppenemisen lauseen avulla
saamme, ettd fy; — f avaruudessa L*(F,p). Voimme siis valita luvun M niin
suureksi, etté || f — far]l2 < e

Koska fj; on mitallinen, on Lauseen 7.3 (Lusinin Lause) nojalla olemassa jatku-
va funktio g € C(E) jolle g(—m) = g(m), sup [g| < sup | far| ja p({f # g}) < €/M.
Néin saamme

1 ™
I =gl = 5= [ 15u(o) ~ g(o)F ds
1

<gp 1) ook ds
< s | ful*5n({f # 9})

2 2
< —€”.

s

Viite seuraa tésté kolmio epayhtalolla, || f — glle < [|f — fulle + | far —glle- O

Huomautus. Edellistd kaksi lausetta péatevat myos avaruuksissa LP. Todistus
tasséd tapauksessa on sama kuin ylla annettu.
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Edellisessa todistuksessa kdytimme Lusinin lausetta joka on seuraava:

Lause 7.3. Olkoon f: [a,b] — C mitallinen funktio. Jokaiselle ¢ > 0 on olemas-
sa jatkuva funktio g € C([a,b]) joka yhtyy funktioon f joukossa E C [a,b] jolle
ulla,b]\ B) < .

Jos tietdd, ettd jatkuvat funktiot ovat tiheédssid avaruudessa L', voi Lusinin
lauseen todistaa helposti Egorovin lauseen avulla. Kuitenkin ylla olemme kéytta-
neet Lusinin lausetta tiheyden todistamiseen, joten tdma reitti johtaisi kiertopéa-
telmaén.

Essee tehtava 4. Tehtdvané on todistaa Lusinin lause kiyttdmaéatta hyvéksi tie-
toa, ettd jatkuvat funktiot ovat tiheita.

Lisdhavaintoja. Jos f € L'(E, i), niin voimme miiritelld Fourier kertoimet

kaavan
— [ e a
E

avulla, koska |e~™| = 1, joten f(t)e~™ € L*(E, ). Kuten aiemmin, méérittelem-
me Fourier osasummat
N
SN = Z f(n)emt
n=—N

ja Fourierin sarjan

Z f(n)e™.

n=—o0o0
Koska {e™}>> __ on L?n kanta, saadaan Lauseesta 4.2, kun f € L?, etti

o sy — f avaruudesa L2, joten erityisesti sy(x) — f(z) m.k. z;

1 3 : “e Y se .

* o n_z_:oof )g(n) [Parsevalin yht&ld]; ja
[ ] i " |2 dt Z |f

2m S

Jos sen sijaan pétee ainoastaan f € L', on teorian kehittdminen vaikeampaa.
Lopuksi todistetaan Riemann—Lebesgue:in lemma, joka kertoo kuitenkin jotain
Fourier kertoimien kilyttdytymisestd L' funktioille.

Lause 7.4. Jos f € L'(E, y), niin f — 0 kun n — +oo.

TobisTus. Olkoon f € L' (E, ) ja e > 0. Aikaisempien todistusten nojalla
voimme valita trigonometrisen polynomin P niin, ettd || f — P||; < e. Olkoon N
polynomin P aste, eli pienin luku jolle P voidaan esittdd summana —/N:std N:n.
Silloin (P|ug) = 0 kun |k| > N, koska kantafunktiot w,, ovat ortonormaaleja. Néin
ollen saamme

Fwi= |5 [ s
%/}ﬂw—mmamw
<o [ 150 - POl <6
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joten f — 0, kuten vaitettiin. O
Kaavassa
foo = [ e au
E

voisimme my6s tutkia tilannetta, jossa n ei ole kokonaisluku. Téllin ei ole enadé
tarkeatd, ettd f on 27 perioidinen, mutta toisaalta integrointi pitda ulottaa yli
koko reaaliakselin. Talloin paddymme Fourier muunnokseen

fle) =5 | s,

jota ei kuitenkaan tutkita ldhemmin tdmaéan kurssin puitteissa.



LIITE A

Metriset avaruudet

1. Metristen avaruuksien perusominaisuudet

Maaritelma 1.1. Olkoon F epétyhja joukko. Kuvausd : Ex E — R on metriikka
joukossa F, jos

(M1) d(x,y) > 0 aina, kun z,y € FE.

(M2) d(z,y) = 0 jos ja vain jos x = y.

(M3) d(z,y) = d(y,x) aina, kun z,y € E.

(M4) d(z, 2) < d(x y) + d(y, z) aina, kun z,y,z € E.

Paria (F,d) sanotaan metriseksi avaruudeks.
Pisteen x € E etdisyys joukosta A C E on

d(xz,A) := inf d(z,a).

acA

Ehto (M4) on ns. kolmioepayhtils. Jos metriikasta d ei ole epéselvyytta, pu-
hutaan metrisestd avaruudesta F.

1, josz #vy,

Esimerkki. (1) Olkoon E # 0 ja d(z,y) = {0 :
, jos x =1y.

Talloin (£, d) on ns. diskreetti metrinen avaruus.
(2) Avaruuden

R" ={x = (x1,22,...,2,) | ¥1,..., 2, € R}

alkioiden = = (z1,...,2,) jay = (y1,...,y,) vilinen etdisyys voidaan
maaritella esimerkiksi seuraavilla tavoilla:

() difz,y) = | > (& —9y)?,

j=1

( dey Z‘xj '7

()%@y%qggm—%h

Etéisyys d; on ns. euklidinen etdisyys. Jos n = 1, niin dy(z,y) = |x — y|.
Jos n =2, x = (21,72) jay = (Y1, Y2), niin

di(7,y) = V(21 — 11)? + (22 — 12)?.
7
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Osoitetaan kolmioepayhtdlo metriikoille ds ja dz. Jos x,y, 2 € R™, niin

n n

2= o=zl =)l -y +y - 2l
P =1
n

<D (s =yl +ly — =) =Dl =yl + D 1wy —
J=1 j=1

j=1
:dQ(may)+d2<yaz)
ja
ds(z, 2) = max |z; — z;| = max |z; — y; +y; — %]
< max(|z; —y;| + [y; — 2) < max|z; — y;| + max|y; — 2|
= dz(z,y) +ds(y, 2) .

(3) Pari (E,d), missi

E ={f:[0,1] — R| f rajoitettu} ja
d(f,9) = sup [f(z) —g(z)[,

z€[0,1]

on metrinen avaruus.

(4) Olkoon
E={f:[0,1] - R | f jatkuva} ja
0= [ 1w - gtwlir,
ts. d(f,g) on funktion |f — g| Riemannin integraali valilla [0,1]. T&ll6in

S
pari (F, d)) on metrinen avaruus. Osoitetaan ehdot (M2) ja (M4).
(M2): d(f,9) =0 <= f(z) =g(z) Veel01l] < [f=g.
(M4). / () - h(z)|dz
= [ 150) = o) + o) ~ e

/If:c gt + [ lote) - hGoaa

fr9)+d(g,h) Vf.g,heE.

Maaritelma 1.2. Olkoon ( ,d) metrinen avaruus, a € E ja r > 0. Joukkoa
B(a,r) := {z € E | d(a,x) < r} sanotaan a-keskiseksi, r-siteiseksi avoimeksi
palloksi.
Esimerkki. Jos F = R ja d(z,y) = |z — y| aina, kun z,y € R, niin B(a,r) =
la—ria+r[

Olkoon (E, d) euklidinen taso R?, a = (ay,as) € R? jar > 0. Tilléin B(a,r) =
{(z1,22) € R? | /(21 — a1)? + (22 — a2)® <1}
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Tarkastellaan diskreettid metristd avaruutta (F,d). Olkoon a € FE, jolloin
B(a,1) ={z € E|d(z,a) < 1} = {a}. Yleisesti

Bla.r) {a}, josO<r<1,
a,r) =
’ £, jos > 1.

Olkoon
E={f:[0,1] = R | f jatkuva} ja
d(f,g9) = max [f(t) — g(t)].

te(0,1]
Olkoon liséiksi a(t) = ¢ aina, kun ¢ € [0,1], jolloin a € E. Nyt esimerkiksi B(a, 1) =
{feE|t-L<ft)<t+35 Vtel0,1]}.

Maaritelma 1.3. Metrisen avaruuden (F,d) osajoukko A on awvoin, jos jokaista
a € A kohti on olemassa sellainen r > 0, ettd B(a,r) C A. Joukko A on suljettu,
jos sen komplementti on avoin.

Esimerkki. Avoin pallo on avoin joukko. Suljettu pallo
B(a,r) :={r € E|d(z,a) <r}
on suljettu joukko. Todistus jatetddn harjoitukseksi. Pallon kuori on joukko
S(a,r) ={z € E|d(z,a) =1}
Selvisti S(a,r) = B(a,r) N (B(a,r))C. Pallon kuori on myés suljettu joukko.
Lause 1.4. Olkoon E metrinen avaruus.

(a) Olkoon I mielivaltainen indeksijoukko ja olkoon {A;|j € I} perhe avaruuden
E avoimia joukkoja. Tdlloin joukko UjcrA; on avoin.

(b) Olkoot Ay, ..., A, avaruuden E avoimia joukkoja. Tdllgin joukko N7_; A; on
avoin.

TobISTUS. (a) Olkoon a € UjcrA; mielivaltainen. Téll6in on olemassa sellai-
nen jo € I, ettd a € Aj,. Koska Aj, on avoin, on olemassa sellainen r > 0,
etta
B(a,r) C Aj, C UAJ"
jel
Néin ollen Uj;crA; on avoin.

(b) Riittéé tarkastella tapausta n = 2 ja kdyttdd sitten induktiota. Olkoot siis A;
ja As avoimia osajoukkoja avaruudessa F. Olkoon a € A; N As, jolloin a € Ay
ja a € Ay. Koska A; ja Ay ovat avoimia, niin on olemassa sellaiset 1,79 > 0,
etta

B(a,r1) C Ay ja B(a,rm) C As.
Valitaan r = min{ry, 72}, jolloin B(a,r) C A; N As. Néin ollen A; N Ay on
avoin.

g

Maaritelma 1.5. Metrisen avaruuden F osajoukkoa A sanotaan rajoitetuksi, jos
on olemassa sellaiset @ € E ja R > 0, ettd A C B(a, R). Jos A on rajoitettu, niin
lukua

d(A) := sup d(z,y) < o0
T,yeA

sanotaan joukon A halkaisijaksi.
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Maaritelma 1.6. Metrisen avaruuden F piste x on joukon A C E kasautumispis-
te, jos jokaisella r > 0 pallo B(x,r) siséltdd pisteestd x eridvid joukon A pisteitéd,
ts. jos (B(z,7) \ {z}) N A # 0 jokaisella r > 0.

Esimerkki. Joukolla Z C R ei ole kasautumispisteitd. Joukon Q C R kasautu-
mispisteenéd on jokainen x € R. Niin ollen joukon kasautumispiste voi olla joukon
itsensa tai sen komplementin piste.

Maéritelmd 1.7. Joukkoa A := A U {Joukon A kasautumispisteet} sanotaan
joukon A sulkeumaksi.

Huomautus. Aina on voimassa A C A. Koska
A={zc E|B(z,e)NA#() Ve>0},
niin
€A = d(z,A) = iggd(x,a) = 0.
Lause 1.8. Jos A C E on muelivaltainen osajoukko ja F' C E sellainen suljettu

joukko, etti A C F, niin A C F (ts. A on pienin suljettu joukko, joka sisdiltdd
joukon A).

TobisTus. Harjoitustehtava. U

Huomautus. Joukko A on suljettu tdsmélleen silloin, kun A = A. Koko avaruus
E on avoin, joten () = EC on suljettu. Toisaalta £ = E, joten E on suljettu ja
0 = EC on avoin. Joukot ja E ovat sekd avoimia, ettéd suljettuja.

Maéritelms 1.9. Olkoon A C E. Joukkoa dA := A N A sanotaan joukon A
reunaksi.

Esimerkki. Olkoon F =R, d(z,y) = | — y| ja A =]a, b[. Talléin

A=la,b], A =] —00,a] U [b,oo| ja
AL =] — 00, a] U b, oo[= AC.

Siten A = AN AL = {a,b}. Joukolle Q CRon dQ = QN Q¢ =RNR =R.

Maaritelma 1.10. Olkoon A C FE. Pistettd x € A sanotaan joukon A sisdpis-
teeksi, jos on olemassa sellainen r > 0, ettd B(z,r) C A. Sisdpisteiden joukolle
kiytetaan merkintad int(A).

Huomautus. Joukko A on avoin tésmélleen silloin, kun A = int(A).

Masritelméi 1.11. Joukkoa A C E sanotaan tihedksi avaruudessa E, jos A = E.
Metristd avaruutta E sanotaan separoituvaksi, jos on olemassa tihed ja (korkein-
taan) numeroituva osajoukko A C F.

Esimerkki. Olkoon £ = R ja d(z,y) = |z — y|. Joukko Q@ C R on numeroituva
ja Q@ = R. Néin ollen Q on tihed avaruudessa R ja R on separoituva.
Tarkastellaan euklidista avaruutta R™ ja sen osajoukkoa

Qn:{q: (Q17Q2,---7Qn) ‘ q1,42,---,4n GQ}

Harjoitustehtéving on osoittaa, ettd Q" on numeroituva. Lisiksi Q7 = R™, joten
R™ on separoituva.
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Kaikki metriset avaruudet eivét ole separoituvia. Esimerkiksi (F,d), missé
E =10y ={x= (vx)i2; | (zx)r, on rajoitettu reaalilukujono} ja

d(ﬂf,y) = sup ’mk - yk‘ )
kGZ+

ei ole separoituva.
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